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“A matemadtica [e poderiamos dizer que também pelo menos
parte da fisica] origina-se de intuigSes, mas ndo pode ser nelas
fundamentada."

Ernst Zermelo

“Nos ultimos anos, tornou-se-me cada vez mais dificil acompa-
nhar e compreender os desenvolvimentos em Fisica [ele se refe-
ria em particular aos resultados da mecanica quantica]. Depois
de tentar, cada vez mais exasperado e indeciso, finalmente me
rendi em desespero. Isso deixou-me completamente exausto da
vida. Sentia-me de fato condenado a continuar vivendo princi-
palmente para prover as criangas os meios de subsisténcia. Ten-
tei outras coisas, mas isso ajudava apenas momentaneamente.
Portanto, concentro-me cada vez mais nos detalhes precisos
do suicidio. Nio tenho nenhuma outra opgio viivel senfo o
suicidio. [...] Perdoem-me ...

Possam vocés e os seus ficarem bem."

Paul Ehrenfest, fisico austriaco, que se suicidou em 1933.
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Prefacio

MA ESTRUTURA FUNDAMENTAL em matematica € a de espago vetorial.

Por mais abstrata que possa parecer, este tipo de estrutura € utilizada

em muitas areas da matematica aplicada e da fisica, podendo-se dizer

que é extremamente relevante para a ciéncia contemporanea. Esta estrutura

fundamenta a mais conhecida e utilizada formulagio da mecanica quantica

ndo relativista (doravante simplesmente ‘mecanica quantica’), disciplina que

tem elevada importancia também na filosofia da ciéncia atual. Por este motivo,

e para adentrar aos problemas filosoficos trazidos por esta importante area do

conhecimento, é fundamental que o estudante de filosofia se acerque de uma
matematica minima para entender as bases desta disciplina fisica.

Nestas notas, que sdo basicamente sobre algebra linear, introduzimos com
precisio o conceito de espaco vetorial e muitos outros relacionados a esta es-
trutura, mas nfo adentramos aos problemas filosoficos da mecanica quintica
em profundidade, chegando apenas a apontar alguns deles, como o emaranha-
mento, a questio do realismo e outros poucos. Porém, chegamos a caracteri-
zar precisamente o conceito de espaco de Hilbert, de enorme importancia no
formalismo usual da mecanica quintica,’ com o propdsito do estudante ir se
acostumando com a terminologia e com as relagdes dos conceitos matemati-
cos com o desenvolvimento dessa importante teoria da fisica. Esperamos que
0 que aqui se apresenta seja util para motivar o leitor a procurar textos mais
completos, alguns dos quais indicados na bibliografia ao final.

Como este é um texto introdutério, demos destaque a espagos de dimensio

A formulagio da mecinica quantica utilizando-se espagos de Hilbert ¢ a mais utili-
zada seja em fisica, seja em discussdes filosdficas, mas ha alternativas, algumas das quais
muitos preferem, como a célebre formulagio feita por R. Feynman via integrais de ca-
minho. Em [Sty.o2] sio apresentadas nove maneiras de se obter a mecanica quintica
padrio.



xil

finita, ainda que os de dimensio infinita sejam mencionados aqui e acol4, prin-
cipalmente nos exemplos. Este livro é dedicado prioritariamente a estudantes
de filosofia, motivo pelo qual damos explicagdes informais (quando cabem) e
introduzimos alguns conceitos filosoficos e logicos. No entanto, estas notas
podem igualmente ser de utilidade para estudantes de matematica, fisica ou de
qualquer 4rea que faga uso desses conceitos. Para seu uso em um curso de Al-
gebra Linear propriamente dita, na maioria das vezes, o texto podera e talvez
deva ser complementado com temas como matrizes e operagBes com matri-
zes, sistemas de equagdes lineares e outros assuntos nio aqui cobertos porque
demos ateng¢do mais a parte conceitual.

Agradeco a meus alunos por terem suportado exposigdes longas sobre es-
ses assuntos, e em especial a Lauro de Matos Nunes Filho, Joanne Simon Flau-
sino e Raoni Wohnrath Arroyo, que tiveram a boa vontade de oferecer corre-
¢Oes ao texto, e a Guilherme Mider pelo auxilio na tradugio da frase de Ehren-
fest. As falhas que ainda permanecem sio de minha inteira responsabilidade.
Finalmente, agradeco aos responsaveis pela Colegio Rumos da Epistemologia e
a direcio do NEL pelo acolhimento deste trabalho. Agradego ademais a Cezar
A. Mortari pela gentil ajuda na formatagio deste texto; os defeitos que ainda
permanecem devem-se exclusivamente a mim mesmo.

Florianépolis, Julho de 2016
Décio Krause
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ESPACOS VETORIAIS

1. Espagos vetoriais

CONCEITO DE espago vetorial, ou espago linear, remonta a Hermann
Grassmann (1809-1877), apesar de ter sido introduzido da forma como
conhecemos hoje somente na década de 1920. Trata-se de um conceito

fundamental em muitas areas da matematica, pura e aplicada, e tem particular
interesse na formulagio usual da mecinica quintica, através de uma variante
da teoria de tais espagos, conhecida como teoria dos espacos de Hilbert. Espagos
de Hilbert, como teremos oportunidade de ver no que se segue, constituem
um tipo particular de espago vetorial.

Neste capitulo, algumas das principais nogdes relacionadas ao conceito de
espago vetorial serdo introduzidas, sempre tendo-se em vista o carater introdu-
torio deste texto e sua destinagio prioritaria a estudantes de filosofia.

Um alerta inicial: grosso modo, uma estrutura, em termos matematicos,
nada mais é do que uma colegio adequada de dominios (que matematicamente
s3o tomados como conjuntos) e de operagdes e elementos distinguidos desses
dominios, sujeitos a axiomas (ou postulados) convenientes. Esta é basicamente
a abordagem de N. Bourbaki (veja-se [Cor.92] para uma abordagem introdu-
toria) a matematica, e que foi levada a fisica por varios cientistas, dentre os
quais destacamos Patrick Suppes (1922-2014) [Sup.57, cap.12]. Basicamente,
suas ideias permeiam nossa abordagem.

Iniciamos introduzindo o conceito basico:
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Defini¢do 1.1 (Espago vetorial). Um espago vetorial (ou espago linear) ¢ uma
estrutura
8 = <(V37<‘s +, '>,

onde:

1. V é um conjunto nio vazio cujos elementos sio chamados de vetores.’
Tais elementos serio designados por letras gregas mintsculas @, B, ¢, ...,
mas mais tarde usaremos a notag¢io de Dirac, escrevendo |a), |B), W),
..., € 0s denominaremos de kets (por motivos que serdo apresentados
oportunamente). Excepcionalmente em exemplos envolvendo a meca-
nica quantica, esta notagdo sera relaxada, mas o contexto deixara claro
que se tratam de vetores, e daremos as explicagdes devidas.

2. K éum corpo, ou seja, uma estrutura K = (K, +,-,0, 1) satisfazendo axio-
mas conhecidos.? Os elementos de K sio denominados de escalares, ¢
serdo denotados por letras latinas mintsculas com ou sem indices. Os
corpos dos quais faremos uso no que segue serdo o corpo dos reais e o
dos complexos. Outros corpos serdo mencionados explicitamente.

3. + é uma operagio binaria’ sobre V, dita adi¢do de vetores, de sorte
que (V,+) é um grupo comutativo. O elemento neutro deste grupo é

'Como praticamente tudo em matematica, ha uma histéria (ou pelo menos uma
estoria) de cada conceito, e portanto cabe mencionar que ‘vetor’, aqui, nada tem a ver
com o que aprendemos na escola elementar, como algo que tem um sentido, uma dire-
¢30 e um comprimento, mas trata-se meramente do nome dos elementos do conjunto
V. Essas coisas, quando adequadamente formuladas, servem apenas como um modelo
do que aqui se postula, a despeito de que certamente serviram de motivagio para a
definigio.

2Os postulados sio os seguintes: munido da adigdo escalares, K é um grupo comu-
tativo com elemento neutro 0; K — {0}, munido da multiplicagio, também é um grupo
comutativo, sendo 1 o seu elemento neutro. Finalmente, a multiplicagio ¢ distributiva
em relagdo a adigdo.

3Uma operagio binaria sobre um conjunto A é uma aplicagio (fun¢io) de Ax A em
A. E um modo de se dizer que se estd ‘pegando’ dois elementos de A em uma certa
ordem e operando com eles, o resultado sendo ainda um elemento de A, o composto
dos dois elementos. Se a operagio for denotada aditivamente (‘+’), o composto é cha-
mado de soma dos elementos, e se for denotada multiplicativamente (*-’), é chamado de
produto dos elementos.
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chamado de vetor nulo, e designado por O (nfo confundir O com o
escalar 0).

4. - € uma lei de composi¢io externa* sobre V, ou seja, uma aplicagio de
K xV em V, dita multiplicagio de vetor por escalar. Esta operagio
satisfaz os seguintes postulados, para todos @ e 8 em V e todos a,b € K:

(@ a-(@+B)=a-a+a-B
®b) (a+b)y-a=a-a+b-«a
) (@b)-a=a-(b-a)
d l-a=«a

Observagio terminoldgica Doravante, escreveremos simplesmente aa para
denotar a- @, bem como ab para a-b. Observe que apesar de usarmos a mesma

notagio "-" tanto para a multiplicagio de vetor por escalar quanto para a mul-
tiplicagdo de escalares, elas ndo sdo a mesma operagio. Usar simbolos distintos
tornaria o texto muito carregado, de forma que prosseguiremos com a prética
matematica usual de usar 0 mesmo simbolo para coisas diferentes. O contexto,
no entanto, deixara claro quando se trata de uma ou de outra operagio. O
mesmo se aplica para a adigio de vetores e para a adigio de escalares, ambas
denotadas por "+". Salientamos que no momento nio ha qualquer operagio
de multiplicagdo entre vetores. Isso sera feito abaixo com a introdugéo das no-
¢Oes de produto interno, do produto de operadores e matrizes e de produto
tensorial.

Quando temos um espago vetorial & = (V, K, +,-), dizemos, mais uma vez
por abuso de linguagem, que V é um espago vetorial sobre K, referindo-nos
unicamente ao conjunto dos vetores e ao dominio do corpo de escalares (nio
confundir K com K), ou que ¢ um K-espago vetorial. Nos casos particulares

4Uma lei de composigdo externa sobre um conjunto A com ‘operadores’ em um
conjunto B, em geral denotada multiplicativamente, ¢ via de regra denominada de pro-
duto dos elementos de A pelos de B, e pode ser a esquerda ou a direita, dependendo da
posi¢io dos operadores. Mais precisamente, uma lei de composicio externa 3 esquerda
sobre A é uma aplicagio de BX A em A, e uma lei a direita é uma aplicagio de A x B
em A. Em fisica, como em geral sio utilizados niimeros como operadores, os fisicos
confundem as duas, deixando de fazer a distingdo. Assim, se os elementos de A sdo de-
notados por letras gregas minusculas e os operadores por letras latinas mintsculas, para
eles a-a é o mesmo que @ -a.
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de K =R ou de K = C, falamos de espagos vetoriais reais ou de espagos veto-
riais complexos respectivamente. Repetidas vezes usaremos esta terminologia.

O dltimo postulado dado acima pode parecer o mais estranho e menos
evidente de todos. Mas ele ¢ fundamental. Se escrevemos —a para denotar o
oposto de @, entdo parece sensato pedir que —a = (—1)a. No entanto, para
provar este fato necessitamos do referido axioma. Antes, provamos o seguinte:

Teorema 1.1. Para todo vetor a, tem-se gue O = O.
Demonstracdo. De fato, Oa = (0+0)a = Oa + 0, donde Oa = O. m|

Nota 1.1. O simbolo O chama-se barra de Halmos e foi inventada pelo ma-
tematico americano Paul R. Halmos (1916-2006) para indicar o fim de uma
demonstragfo. E equivalente ao célebre ‘qed’ (quod erat demonstrandum, ou
‘como queriamos demonstrar’, cgd em nossa lingua).

Exercicio 1.1. Procure dar explicagbes detalhadas para a demonstragio prece-
dente.

Solugdo: A primeira igualdade vale-se de uma propriedade do corpo K, a saber,
que 0 ¢ o elemento neutro da adigdo de escalares. A segunda igualdade faz
uso do axioma (b) do item 4 da defini¢do. A conclusio segue-se em virtude da
unicidade do vetor nulo (que resulta do fato de que o conjunto dos vetores é
um grupo quando munido da adigdo de vetores) e do fato de ele ser o Gnico
vetor que, somado a outro qualquer (no caso, ao vetor Oa), di como resultado
esse outro vetor. Ainda assim, convenga-se de todos os detalhes; é um excelente
exercicio.

Teorema 1.2 (Unicidade do oposto). O oposto —a de um vetor « é sinico.

Demonstragdo. Usando redugio ao absurdo,’ e sendo —a o oposto de a, su-
ponha que @ tem mais de um oposto; seja —a’ um ‘outro’ oposto de . Mostra-
remos que eles s3o iguais, ou seja, ha um s6 oposto. Com efeito, —a = —a+O =

’

—a+(@+-d)=(-a+a)+—-a' =0+-a =-'. ]

SRepare aqui a importancia da logica subjacente, nem sempre explicitada em textos
matematicos ou de fisica. Como ha légicas (por exemplo, a intuicionista) em que a
redugfo ao absurdo nfo vale em geral, uma demonstragio como esta nfo poderia ser
feita caso esta fosse a ldgica utilizada. Guarde isso: 16gica é importante.
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Exercicio 1.2. Explique a demonstragio precedente explicitando todos os seus

passos. ¢

Exercicio 1.3. Preencha os detalhes de uma afirmagio feita acima, a saber,
que o conjunto V de vetores é um grupo (na verdade, um grupo comutativo)
quando munido da operagio de adi¢io de vetores. Prove usando redugio ao
absurdo que o vetor nulo, que ¢ o elemento neutro deste grupo, € tnico.

Agora, podemos estabelecer o pretendido:

Teorema 1.3. Para todo vetor a, sen oposto —a é obtido multiplicando-se o vetor
por —1, ou seja, —a = (- 1)

Demonstragdo. Temos que @+ (-1)a = la+(-1)a = (1 - 1)a = 0 = O. Por-
tanto, dada a unicidade do oposto de a, resulta que —a = (-1)a. m]

Exemplos importantes de espagos vetoriais sdo os seguintes. O estudante
ganharia muito se preenchesse todos os detalhes que achar necessirios para
esclarecimento em cada um dos exemplos dados.

Exemplo 1.1. SejaR" ={(x1,...,x,) : x; € R} 0 conjunto das n-uplas de nimeros
reais. Municiemos este conjunto com as operagdes seguintes, onde k € R, para
obter um espago vetorial real:”

¢ O ’método “classico’ de redugio ao absurdo — porque h, por exemplo, a redugio
ao absurdo intuicionista que nio é a mesma coisa — apregoa que se queremos provar
A, iniciamos supondo que A seja falso, ou seja (de acordo com a ldgica classica), que
a nega¢io de A seja verdadeira. Entdo, da negagio de A, derivamos uma contradigio.
Como nada, ainda na légica classica, que seja verdadeiro pode implicar uma contradi-
¢do, entdo a negacio de A deve ser falsa, o que implica que A é verdadeira. Bem, vocé
¢ desafiado a entrar nos detalhes desta explicagdo superficial e identificar todas as hi-
péteses que estio sendo pressupostas, que em geral sdo tomadas como assentadas, mas
que dependem da 14gica utilizada, inclusive na palavra verdadeira, usada livremente (e
indevidamente! — com efeito, em ldgica estabelece-se uma diferenga fundamental en-
tre ‘verdade’ e ‘demonstrabilidade’. Para uma visdo geral, ver [Hen.79]). Dito de modo
breve, a redugio ao absurdo intuicionista diz que se de uma hipétese A derivamos duas
sentengas contraditdrias, entdo podemos inferir a negagio de A. Note que ndo supomos,
como no caso classico, que A é falsa a principio, e nfo inferimos A, mas sua negagio.
Ver [Kle.s2, p.99].

7Mais uma notagio comum em matematica. O simbolo := significa igual por de-
finigdo, e trata-se de uma equivaléncia metalinguistica, indicando que a operagio a sua
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Lo (X1ee s X))+ Vs Vn) 1= (X1 + Y1, .., Xn +Yn) (0 leitor deve perceber que,
\ M n n r N \ : .
a esquerda da igualdade, "+" denota a adi¢io de vetores, mas a direita
denota a adi¢do de escalares.

2. k(x1,...,%,) = (kxi,...,kx,) (idem observagio acima com respeito a mul-
tiplicagdo de vetor por escalar, a esquerda da igualdade e a multiplicagio
de escalares, a direita).

O espago vetorial do exemplo precedente serd denominado de R". De ma-
neira semelhante, definimos o espago complexo C" tomando operagdes analo-
gas as acima, somente que consideradas agora sobre C.

Exemplo 1.2. Considere o conjunto F das fungdes reais de variavel real com
mesmo dominio, digamos o intervalo [a,b] C R. Para f,g € F, definimos as
operagBes seguintes, aqui colocadas porque muitas vezes serio requisitadas
mais tarde:

L (f+8)x) = f(x)+gx)
2. (kf)(x) :=kf(x)

E facil ver que resulta um espago vetorial real, cujo vetor nulo é a fungio nula
n(x)=0.

Exemplo 1.3. Seja R o conjunto das matrizes reais de ordem nxm, munido
das operagdes usuais de adi¢do de matrizes e de multiplicagio de matriz por
escalar real. Neste caso, tem-se um espago vetorial real, cujo vetor nulo é a
matriz nula n Xm.3

Exercicio 1.4. Mostre que temos um espago vetorial real se tomarmos o con-

junto R* dos reais nio negativos munido das operagdes x +y := xy e kx := x£,

esquerda esta sendo introduzida (na metalinguagem) pela expressio a sua direita. Equi-

vale a outros que aparecem também frequentemente, como =gef ou % Um alerta aos
interessados em fundamentos: podemos com efeito introduzir novos simbolos na lin-
guagem da teoria que estamos considerando, mas € preciso certo cuidado, que ¢ expli-
cado em [Sup.57, Cap.g].

8Bom, nfo d4 para explicar tudo. Aquilo que achamos que o leitor pode procurar
por st mesmo sera deixado ao seu encargo, como conhecer fatos basicos sobre matrizes,
fungdes, etc.. (mas mais abaixo explicamos o que é o produto de matrizes ... - pagina

1).
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para x,y € R" e k € R. Repare que, nos primeiros membros, estio as operagdes
de espagos vetoriais, enquanto que, nos segundos membros, estio as proprie-
dades de adicio e de exponenciagio nos reais. Veja o paralelo que ha entre as
operagdes definidas e as propriedades do logaritmo.

Exercicio 1.5 (Importante). Todo corpo K = (K, +,-,0,1) pode ser visto como
um espago vetorial sobre K. Dizemos que todo corpo ¢ um espago vetorial
sobre si mesmo. Procure entender este fato e s6 depois, se necessario, leia a
explicagio a seguir.

Explicagio O espago vetorial em questio, em termos da defini¢io dada, torna-
se a estrutura & = (K, K, +,-), isto ¢, os vetores confundem-se com os escalares,
assim como as operagdes entre vetores e entre vetores e escalares confundem-se
com as correspondentes operagdes entre escalares. E um exercicio verificar que
da tudo certo (ou seja, que a estrutura é de fato um K-espago vetorial).

Exercicio 1.6. Mostre que se tomarmos C como conjunto de vetores e R
como conjunto de escalares, e considerando a adigio de nimeros complexos
como adigdo de vetores e a multiplicagio de nimero complexo por nimero
real como a multiplicagio de vetor por escalar, resulta um espago vetorial real
(lembre que o espago é real se o corpo de escalares for R).

Exercicio 1.7. Mostre que se tomarmos C como conjunto de vetores e 0 pro-
prio C como conjunto de escalares, e considerando a adigdo de nimeros com-
plexos como adigdo de vetores e a multiplicagdo de nimeros complexos como
a multiplicagdo de vetor por escalar, resulta um espago vetorial complexo.

Exercicio 1.3. Mostre que se tomarmos R como conjunto de vetores e R como
conjunto de escalares, e considerando a adi¢io de ntimeros reais como adigdo
de vetores e a multiplicagio de nlimeros reais como a multiplicagdo de vetor
por escalar, resulta um espago vetorial real.

Exercicio 1.9. Justifique porque nio resulta espago vetorial se tomarmos R
como conjunto de vetores e C como conjunto de escalares, e considerando a
adigdo de niimeros reais como adi¢do de vetores e a multiplicagio de ndmero
real por nimero complexo como a multiplicagdo de vetor por escalar.

Exercicio 1.10. Justifique porque o conjunto dos polindmios de grau 3 com
coeficientes reais, ou seja, entidades da forma p(x) = ag +a x+ax* + a3 x>, com
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az # 0, munido das operagdes de adi¢do de polindmios e de multiplicagio de
polindmio por nlimero real ndo é um espago vetorial real.?

Exercicio 1.11. Mostre agora que o conjunto dos polindmios reais de grau
menor ou igual a 3 (ou seja, sem se exigir que a3 nio seja nulo), munido das
mesmas operagdes, agora é um espago vetorial real.

2. Combinagdes lineares, superposicdes

Uma combinagio linear de vetores é a soma desses vetores, eventualmente
multiplicados por escalares, como 8= xja] +xpa2 + - - - + X, Uma tal expres-
s3o € por vezes denominada de superposicdo desses vetores. Isso terd impor-
tancia em fisica. Em especial, essa disciplina interessa-se por superposi¢des nas

quais se tenha
n

2
Dl =1,
i=1
que chamaremos de condicio de normalizacio. O motivo € que os escalares
x; representardo probabilidades, e sua soma devera ser igual a unidade. Este
conceito, no entanto, podera ser introduzido somente mais tarde.

Definigio 2.1 (Dependéncia e Independéncia linear). Um conjunto de vetores
A ={ai,...,a,) é linearmente independente (ou os vetores de A sio linear-
mente independentes) se uma combinagio linear da forma

xiay+-+ xa, =0

acarreta que x] = -+ = x, = 0 (N4o confunda o escalar 0 com o vetor nulo O).
Caso contrario, o conjunto A (ou os seus vetores) sio linearmente dependen-
tes.

9Dica: ndo ¢é fechado para as operagdes. Um conjunto A sobre o qual estd definida
uma operagio binaria x é fechado para esta operagio se a composicdo de quaisquer dois
elementos a,b de A fornece um elemento a x b ainda em A. No caso da multiplicagio
de vetor por escalar do exemplo, a soma de quaisquer dois polindmios de grau 3 deve
dar ainda um polindmio de grau 3 e a multiplicagdo de um desses polinémios por um
escalar deve ainda dar um de tais polinémios.
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Equivalentemente, A (ou os seus vetores) é linearmente dependente se po-
demos encontrar uma combinagio linear nula (como a acima) com pelo me-
nos um dos escalares x; diferente de o. Por exemplo, o conjunto (os vetores)
A={(1,2),(=1,1)} do R? é linearmente independente, ja que

x1(1,2) + x2(=1,1) = (0,0)

acarreta x; = xp = 0. Por outro lado os vetores (1,3) e (=2, —6) sio linearmente
dependentes, como ¢ facil verificar, pois podemos escrever a combinagdo li-
near nula -=2-(1,3) +1-(-2,-6) = (0,0) sem que os coeficientes sejam todos
necessariamente nulos.

A reciproca, porém, nio vale em geral. Ou seja, podemos ter uma combi-
nagio linear nula com vetores linearmente dependentes, bastando para tanto
tomar todos os coeficientes iguais a zero.

Exercicio 2.1. Comente os detalhes da afirmacio feita na Gltima frase acima.

Exercicio 2.2. Verifique se cada conjunto de vetores a seguir, de algum espago
R”", ¢ linearmente dependente ou independente.

1. Em R2, o conjunto A = {(1,-2),(2,1)}

2. Em R?, o conjunto A = {(1,-2),(2,-4)}

3. Em R3, o conjunto A = {(1,-2,0),(2,—-1,-4),(0,0, 1)}

4. Em R3, o conjunto A = {(0,-1,0),(1,0,~1),(0,0,1)}
Convengdo Neste contexto, convenciona-se que o conjunto vazio forma
um conjunto linearmente independente de vetores.

Exercicio 2.3. Mostre que qualquer conjunto de vetores que contenha o vetor
nulo é linearmente dependente.

Exercicio 2.4. Idem para qualquer conjunto de vetores que tenha um dos seus
elementos como combinagio de outros vetores do conjunto.

Exercicio 2.5. Mostre que o conjunto de matrizes reais abaixo é linearmente

independente
1 0 1 1
Az{( 0 -1 )( 0 1 )}
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3. Sub-espacos vetoriais

Informalmente, definiremos o que significa restringir uma operagio a um con-
junto. Primeiramente, vejamos o caso de operagdes binarias. Seja A um con-
junto sobre o qual est4 definida a operagio binaria *, e seja B C A. Alternativa-
mente, * pode ser identificada com o conjunto das triplas ordenadas da forma
(a,b,a*b), com a,b € A. Restrinjamos agora o conjunto dessas triplas, con-
siderando unicamente aquelas tais que a,b € B. E imediato que tal colegio é
uma fun¢io de BX B em B, dita restri¢do da operagio * (definida sobre A), ao
subconjunto B. Da mesma forma, se ¢ é uma lei de composi¢do externa sobre
A, se restringirmos os elementos considerados a apenas aqueles que pertencem
a B, obteremos uma lei de composi¢io externa sobre B, também dita restrigdo
(a B)dalei o.

Por exemplo, considere a adigdo de nimeros reais e agora considere esta
operagdo aplicada unicamente ao subconjunto dos reais que é isomorfo ao con-
junto dos nimeros inteiros.”® Temos entdo (novamente por abuso de lingua-
gem) uma restrigio da operagio de adi¢do aos inteiros.

Definigio 3.1 (Sub-espago vetorial). Sejam & =(V, K, +,-) e W CV, W = 0.
Entdo ‘W ¢é sub-espaco vetorial de V se (W, K, +w,-w) é um espago vetorial
sobre K, sendo +y e -w restrigBes das operagdes de + e - a W.

Teorema 3.1 (Importante). Uma condigio necessiria e suficiente para gue W
seja sub-espago vetorial de V é que, para todos a,3 € V e para rodo k € K, se tenba:

1. Sea,feW,entioa+BeW
2. Sea € W, entdo ka € W

Demonstragdo. Quanto a necessidade dessas condigdes, ela segue do fato de
que um espago vetorial deve ser fechado relativamente as operagdes de adicio
de vetores e de multiplicagdo de vetor por escalar.”’ Quanto a suficiéncia des-
sas condigdes, basta verificar que delas resultam as condi¢des da defini¢do de
espago vetorial para (W, K, +w,-w). Por exemplo, como W # 0, existe @ € W,
logo —a = (-1)a € ‘W (pela segunda condigdo). Analogamente, pela primeira

°QOu seja, considere somente aqueles reais que sdo inteiros.

"'Ou seja, o resultado da adigdo de vetores do espago tem que ser ainda um vetor do
espago e a multiplicagio de um vetor do espago por um escalar tem que dar ainda um
vetor no espago.
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condigio, O = @ —« € ‘W. Quanto as demais propriedades, em virtude de elas
valerem para todos os vetores de V, valerdo em particular para os vetores de
W, ou seja, sio "herdadas" por W. m|

Da mesma forma que antes, o estudante deve completar os detalhes nos
exemplos a seguir de forma que os compreenda adequadamente.

Exemplo 3.1. Sendo W = {O}, sendo O o vetor nulo de V, entdo W é sub-
espago vetorial de V. Este sub-espago é chamado de sub-espago trivial de V.
Vocé é desafiado a dar uma demonstragio deste fato.

Exemplo 3.2. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n sobre o corpo
dos nimeros complexos € um sub-espago do espago das matrizes reais de or-
dem n. Especifique o exemplo indicando o que sio os vetores, os escalares e as
operagdes relevantes.

Exemplo 3.3. O conjunto das fungSes reais continuas no intervalo [a,b] é
um sub-espaco do espaco vetorial dado no exemplo 1.2. Idem observagio do
exemplo precedente.

Exemplo 3.4. Consideremos o espago real R? das triplas ordenadas de ntime-
ros reais (um caso particular do espago R" do exemplo 1.1). Os seguintes sub-
conjuntos sio sub-espagos do R, e serdo importantes abaixo para exemplos.
Os nomes dados a esses espagos tém em mente (intuitivamente) um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais para o espago tridimensional.

I X ={(x,0,0): x € R} ("eixo X").

2. Y ={(0,y,0) : y €R} ("eixo Y").

3. Z={(0,0,z) : ze R} ("eixo Z").

4 XY ={(x,y,0): x,y € R} ("plano XY").

5. XX ={(x,0,2) : x,z € R} ("plano XZ").

6. YZ=1{(0,y.2) : y.z€ R} ("plano YZ").

7. P={(x,y,2) : ax+by+cz=0,a,b,c # 0} (plano passando pela origem).

8. R={(x,y,2): 2= % = £,a,b,c # 0} (reta passando pela origem).
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Exercicio 3.1. Prove que cada um dos casos do exemplo anterior de fato define
um sub-espago do R.

Exercicio 3.2. Mostre que o conjunto das quadruplas de nimeros reais com as
duas tltimas componentes nulas, ou seja, da forma (x;,x2,0,0), com x; € x; em
R, munido das operagdes usuais de adi¢do e de multiplicagio é um sub-espago
vetorial do R%.

Exercicio 3.3. Mostre que o conjunto das matrizes reais simétricas de ordem
2 é um sub-espago de R**2.

Para os fundamentos da fisica quantica, é importante observarmos o se-
guinte.

Teorema 3.2. A intersecio de sub-espacos de um espago vetorial é ainda um sub-
espago desse espago.

Demonstragdo. Sejam W e W, sub-espacos de um K-espago vetorial V, e
seja ‘W = Wi NW,. Entlo, se @ e B pertencem a ‘W, pertencem a ‘Wi e a
W,. Como por hipétese ambos sdo sub-espagos de V, @+ pertence a ambos
(um sub-espago é fechado para a adigdo de vetores). Logo, ambos pertencem a
W. Agora, suponha que @ € W e que k € K. Logo @ € W) e @ € W,. Como
sdo ambos sub-espacos, segue-se que ka pertence a ambos os subsespagos (pelo
fechamento relativamente a multiplicagio de vetor por escalar). Logo, ka €
w. o

A unido de sub-espacos, no entanto, ndo é em geral um sub-espaco
(podendo ser eventualmente, dependendo dos sub-espagos). Por exemplo, seja
YV =R3} e W ={(x0,0): x€R} ("eixo X"), enquanto que W = {(0,,0) :
y € R} ("eixo Y"), como no exemplo 3.4 acima. Ora, W UW,={aeR’:a e
W1V ae W}, o que significa que esses vetores estdo no eixo X o# no eixo
Y (somente o vetor nulo estd em ambos). Porém, a soma de dois vetores nio
nulos quaisquer @) € W) e @ € W5 nio pertence a nenhum dos sub-espagos,
logo a unido nio é fechada para a adigdo de vetores.

Ha porém um ‘menor’ sub-espago de V que contém a unido de sub-
espagos, a saber, o espago gerado pela unido. Estes fatos sio importantes para
o formalismo da mecanica quantica, pois nos interessa a estrutura algébrica do
conjunto dos sub-espagos de um espago vetorial munido de operagdes adequa-
das, inspiradas nos fatos acima: intersegio de sub-espagos e o espago gerado
pela unido de sub-espagos.
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4. Espaco gerado, base

Seja & = (V,K,+,-) um espago vetorial e A = {ay,...,@,} um conjunto de ve-
tores de V. Temos entio:

Definigdo 4.1. Chama-se espago gerado por A ao conjunto
n
[A] ={B€(V:ﬂ=2xiai,xiel<}.
i=1

Ou seja, o conjunto [A] é conjunto de todos os vetores que sdo combina-
¢Bes lineares dos vetores de A. Mostrar-se-a agora que tal conjunto, munido
das operagdes do espago vetorial do qual é um sub-conjunto, é por si um sub-
espago vetorial do espago dado.

Teorema 4.1. O conjunto [A] é um sub-espaco vetorial de E.

Demonstragdo. Basta notar que a soma de vetores de [A] é ainda um vetor de
[A], bem como a multiplicagdo de qualquer de seus vetores por um escalar
(assim cumprindo as condi¢des do teorema (3.1). m|

Convengdo Convenciona-se que [0] = {O}.

O espago gerado por um conjunto de vetores é, portanto, o conjunto de
todas as combinagBes lineares desses vetores. Perceba que se o conjunto for
linearmente dependente, alguns de seus vetores podem ser escritos como com-
binagdes lineares dos demais, de forma que, para obter o espago gerado, esses
vetores podem ser suprimidos, resultando o seguinte

Teorema 4.2. Dado um conjunto de vetores A, existe sempre um subconjunto de
A linearmente independente que gera 0 mesmo espago gue A.

Demonstragio. Seja A = {ay,...,a,} o conjunto em questdo, que supomos ser
linearmente dependente. Portanto, hd um vetor @; que pode ser escrito sim-
plificadamente como

(xj = Z k,'(l,',

i*j
ou seja, ele é combinagio linear dos demais vetores de A. Se B € [A], entdo

B=xiay+-+xjaj+-+ Xy =Zx,-ai+xjaj,
i#]j
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ou seja,
B= ina’i +Xx; Zkia’i = Z(Xi +ka;,
i) i) i)

0 que mostra ser 8 combinagio linear dos vetores de A, exceto @ j-Se A—{aj}
for linearmente independente, € o conjunto procurado (¢ ficil comprovar que
A e A—{a;} geram 0 mesmo espago). Se ainda for linearmente dependente, ha
um vetor nesse conjunto que ¢ combinagio linear dos demais, e o processo
pode ser repetido até que restem unicamente vetores linearmente independen-
tes, que continuario gerando o mesmo espago. O

Definigio 4.2 (Base de um espago vetorial). Uma base para um espago vetorial
& é um conjunto A de vetores de V que satisfaz as condi¢Bes seguintes:

1. A ¢ linearmente independente

2. A gera &, ou seja, todo vetor de V é combinagio linear dos vetores de
A.

O conjunto A tem um cardinal, que no caso finito pode ser entendido
intuitivamente como designando a quantidade de elementos de A. Pode-se de-
monstrar'? que todas as bases de um espago vetorial tém a mesma cardinali-
dade (porém, veja a discussio abaixo sobre a existéncia de bases). Este cardinal
chama-se dimensio do espago vetorial.

Defini¢do 4.3 (Dimensdo). Chama-se dimensio de um espago vetorial ao car-
dinal de uma base desse espaco.

Por exemplo, o espago R" tem dimensio n, pois tem o conjunto (com n
elementos)
52{619---96}1}’ (I.I)

onde ¢ = (0,...,1,...,n) (com o 1 na i-ésima posi¢do) como uma base. Esta
base ¢é dita base candnica do R”.

Da mesma forma, se olharmos agora os vetores € como formados por
numeros complexos, entio = também representa uma base (candnica) para o
espago complexo C". Essas bases desempenhario papel relevante a frente.

A dimensio do sub-espaco trivial é zero.

2Como veremos depois, a demonstragio desse fato depende do Axioma da Escolha.
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Exercicio 4.1. Mostre que o conjunto

1 0 0 1 00 0 0 }

0o o0)\0o O 1 0)°\0 1

’ . . ’
€ uma base para o espaco das matrizes complexas (reais) de ordem 2, também
dita base candnica para esses espagos.

x|

Exercicio 4.2. Justifique informalmente porque a dimenso do espaco das ma-
trizes de ordem m X n sobre K é m.n.

Ha dois teoremas relacionados aos conceitos de dependéncia e independén-
cia linear e de base e dimensdo que merecem destaque, e que serdo utilizados
mais tarde na demonstragio de outros resultados. S3o os seguintes, aqui so-
mente enunciados (para uma demonstragio do primeiro, ver [Bar.76, p.g1]). O
primeiro afirma que qualquer conjunto linearmente independente de veto-
res pode ser estendido a uma base.

Teorema 4.3 (Teorema de Steinitz). Suponha que a dimensio de V seja n, e

gue B=A{a,...,ar} seja um conjunto linearmente independente de vetores. Entio
existen Verores U1, . ..,y tais que A ={a,..., Ak, Qks1,...,Qy} é uma base para
V.

Teorema 4.4. Assuma que a dimensio de 'V é n. Entdo:
A . -
1. Qualquer conjunto com mais de n vetores é linearmente dependente
2. Nenhum conjunto com menos de n vetores pode gerar V
Ou seja, uma base é um conjunto linearmente independente ‘maximal’.

Exercicio 4.3. Aqui vamos resolver um exercicio proposto acima, mostrando
que qualquer conjunto de vetores que contenha o vetor nulo como um de seus
elementos € linearmente dependente.

A solugdo ¢ simples. Suponha o conjunto {ej,...,,O}. Formemos a
combinagio linear nula

X101 +~~~+xkak+kO=O.

E claro que isso nio implica que todos os escalares devam ser nulos, pois
por exemplo k pode ser diferente de zero.
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Exercicio 4.4. Encontre uma base para o espago vetorial das matrizes reais
simétricas de ordem 3 e indique sua dimensio."?

Exercicio 4.5. Mostre que o espago vetorial & = (K, K, +,-) dado acima no
exercicio 1.5 tem dimensio 1 e que qualquer conjunto contendo somente um
escalar nio nulo ¢ um conjunto linearmente independente de vetores que pode
ser tomado como uma base de tal espago.

Exercicio 4.6. Mostre que o conjunto {1,i} é uma base para o espago vetorial
do exercicio 1.6, que portanto tem dimensio 2.

Exercicio 4.7. Mostre que o conjunto {1} é uma base para o espago vetorial
do exercicio 1.7, que portanto tem dimensio 1.

Exercicio 4.3. Mostre que o conjunto {1} é uma base para o espago vetorial
do exercicio 1.8, que portanto também tem dimensio 1.

Note a diferenga entre os espacos dos dois tltimos exercicios. No pentl-
timo, 1 € visto como um nimero complexo, e os escalares sio também nime-
ros complexos, assim que qualquer complexo a + bi pode ser obtido como uma
combinagio linear do vetor do conjunto proposto, a saber, a+bi = 1-(a+ bi).
J4 no tltimo, 1 deve ser visto como um ntimero real e os escalares sdo nlimeros
reais. E claro que qualquer real a pode ser obtido como a=1-a.

s. Sobre espacos de dimensio infinita

Ha4 espagos vetoriais que tém dimensio infinita, como o acima mencionado
espaco das funges reais com dominio no intervalo [a,b]. E preciso cuidado
nesses casos, pois as operagdes de adi¢do de vetor e de multiplicagio por escalar
s3o definidas para trabalharmos com um ntimero finito de vetores. Mas, o que
seria uma combinagio linear de infinitos vetores? A convengio que se adota é
a de que quando dizemos que um espago é gerado por um conjunto infinito
de vetores, queremos dizer que cada vetor do espago é uma combinagio linear
finita de vetores desse conjunto. Da mesma forma, quando dizemos que um
conjunto infinito de vetores é linearmente independente, isso significa que toda
combinagio linear finita desses vetores, quando igualada ao vetor nulo, implica

3Uma matriz quadrada é simétrica se for igual a sua transposta - a matriz obtida
trocando-se ordenadamente as linhas pelas colunas.
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que todos os coeficientes resultam nulos. Assim sendo, um conjunto infinito
de vetores é uma base para um espago se todo vetor pode ser escrito de modo
sinico como combinagio linear finita de vetores da base.

Um bom e simples exemplo é considerarmos o espago vetorial dos po-
lindmios com coeficientes reais. Um tal polindmio de grau n pode ser assim
representado:

p(X) =ag+aix+arx* + - +apx", (1.2)

com todos os aj € R. As operagBes sio as seguintes (¢ um exercicio mostrar
que de fato temos um espago vetorial): sendo g(x) = by +bjx+byx? +--- +b,x",
definimos

(P+q@)(x) :=(ao+bo) + (a1 +b1)x+ -+ (an + by)x"
(kp)(x) := (kao) + (kap)x + - - - + (kap)x", para todo k real.

Como podemos variar n como quisermos, obtendo polinémios da or-
dem que quisermos, e fica patente que este espago nio pode ser gerado por
um conjunto finito de vetores, ainda que qualquer polindmio r(x) possa ser
obtido como combinagio linear de polindmios da forma po(x) = k (para k
real), p1(x) = x, pa(x) = x%, etc. E facil ver que qualquer combinagfo linear
Aok+ 4 x+ x>+ +2,x"=0 implica que g =4; =--- =4, =0, 0 que mos-
tra que eles sdo linearmente independentes. Assim, o conjunto {po, p1,...} ¢
uma base para o espago dos polindmios com coeficientes reais, que tem dimen-
s3o infinita.

Exercicio s.1. Relativamente ao exemplo do espago dos polindmios acima
referido, qual seria o vetor nulo? O que seria o oposto de um polinémio p(x)?

6. Coordenadas de um vetor

Um conceito importante ¢ o de matriz das coordenadas de um vetor em uma
base ordenada. Seja A = {ay,...,a,} uma base ordenada para o espago vetorial
E=(V,K,+,).Se €V, podemos escrever = xja| +: - - + X,@,. Denomina-se
de matriz das coordenadas do vetor 8 na base ordenada A a matriz linha (com
uma linha e n colunas)™#

[ﬂ]\ﬂz [xl’x2,---’xn]~ (1‘3)

"4Contrariando a notagdo usual de matrizes, usaremos virgulas para separar seus
elementos.
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Por exemplo, A = {(1,1),(—1,2)} é uma base ordenada para o R?, como
é facil provar (¢ linearmente independente e todo vetor (x,y) € R? pode ser
escrito como combinagdo linear desses vetores). Seja 8 = (2,3). Entdo, (2,3) =
x1(1, 1) +x2(-1,2), ou (2,3) = (x] — x2,x1 +2x2), 0 que fornece x; =7/3 e xp =
1/3. Assim,
[(2,3)]a =17/3,1/3].

Importante observar que nem sempre podemos encontrar explicagdes in-
tuitivas e ‘visuais’ como esta, em virtude da sofisticagio dos casos e dos espagos
com os quais trabalhamos. Mas ¢ para isso também que serve a matematica:
para servir de ‘piloto automatico’ para nos guiar em campos onde nio ha nada
‘concreto’ para nos basearmos.

O que significa isso intuitivamente? No R?, ¢ ficil explicar. Podemos olhar
(2,3) como constituindo a matriz das coordenadas de um vetor 3 na base cano-
nica, ou seja, = 2(1,0) +3(0,1). Entdo A pode ser visto como ‘um outro
sistema de coordenadas’ para o R? (com efeito, é uma outra base). A ma-
triz [Bla indica como podemos escrever o vetor 8 nesta nova base, ou seja,
B=1(11)+1(-1,2).

Importante ¢ o seguinte resultado.

Teorema 6.1 (Unicidade das coordenadas). A matriz das coordenadas de um
vetor em uma base ordenada é vinica.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que haja duas matrizes das coordenadas

de 8 na base dada, [Bla = [x1, x2, ..., 4] € [Bla = [V1, Y2, ..., yu]. Entdo, pela
igualdade de matrizes, segue que x; = y;, para todo i. O

7. Matriz de mudanga de coordenadas

Chama-se matriz de mudanga de coordenadas, ou matriz de mudanga de
base a uma matriz que permite, dadas as coordenadas de um vetor em uma
base, encontrar suas coordenadas em outra base (as bases sdo supostas sem-
pre ordenadas). Se 8 é um vetor arbitrario do espago em questio, entdo se A =
{ar,....,an) e B={a],...,a,)} forem as bases consideradas, e [B]a = [x1, X2, ..., X,]
e [Blg =1, Y2, ..., yu] as matrizes das respectivas coordenadas de um vetor 3,
a matriz sera uma matriz M = [m;;], tal que

[B1% = MIB. (1.4)
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Para constatar isso, utilizamos a notagdo precedente, obtendo

,3=Zyj'a;~=Zyj(zmijai)=2(zmijyj')ai- (1.5)
J J i i

—_———
Xi

Perante a unicidade das coordenadas, temos
xizz:mijyj. (1.6)
J

A expressdo (1.4) pode ser escrita na forma matricial como
T T
(Bl = Mg

Neste caso, dizemos que ela ‘muda’ as coordenadas de 8 da base 8B para a
base A. Uma tal matriz ¢ inversivel,’”> como ¢é possivel provar (veja exemplo
abaixo), resultando

1815 = M~ BIL. (1.7)

Algoritmo Para achar a matriz de mudanca de coordenadas da base B para
a base A, basta seguir o procedimento acima, que pode ser condensado nas
seguintes regras:

1. Escreva os vetores de B como combinagdes lineares dos vetores de A
(expressido 1.5).

2. Encontre os coeficientes dessas combinagdes lineares (resolvendo siste-
mas de equagdes lineares)

3. Forme a matriz M com esses coeficientes transpostos.

Exemplo 7.1. Encontre a matriz de mudanga de coordenadas da base ordenada
B={(1,-1),(1,2)} para a base A = {(1,1),(0,1)}, ambas para o R2.

'SUma matriz quadrada A é inversivel se e somente se existe uma matriz de mesma
ordem A™! tal que AA™! = A7'A = I, onde I é a matriz identidade de mesma ordem.
Uma condigio necessaria e suficiente para que A seja inversivel é que seu determinante
seja diferente de zero.
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Solugio: Seguiremos o algoritmo. Primeiro,
(1,=1) = my1(1,1) + m12(0, 1)
ou

(1,=1) = (my1,myy +my2),

o que fornece my; = 1 e mjp = -2.
Analogamente,

(1,2) = ma1 (1, 1) + m22(0, 1),

o que fornece my; =1 empp = 1.
Portanto,

myp My
M = ,
miy Mo

M:(_12 i)

Para observar o ‘efeito’ da matriz de mudanga, seja 8 = (3,4). E facil ver que
suas coordenadas na base B sio [Blg = [2/3,7/3]. Agora aplique M, obtendo

T_(1 1) (23
M[ﬁ]ﬂ‘(-z 1)(7/3)

ou seja,

Logo

[Bla =[3,1].

Exercicio 7.1 (A matriz de mudanca é inversivel). Acompanhe os detalhes
atentamente. Considere novamente a expressio que caracteriza M, a saber,
[B]; =M [,8];. Repare que [Bl# é igual & matiz nula (denotada O) se e somente
se [Blg for também idéntica a matriz nula, pois sendo A e B bases, seus veto-
res sio linearmente independentes e o sistema M [B]; = O tem solugio tinica e
portanto trivial (o determinante de M ¢é diferente de zero). Resulta pois que
M~! existe e a expressio (1.7) faz sentido.
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Teorema 7.1 (Unicidade da matriz de mudanga). A matriz de mudanca de co-
ordenadas de wma base para ontra é sinica.

Demonstragdo. Suponha, mais uma vez por absurdo, que existam duas ma-
trizes M e M’ tais que [ﬁ]; = M[ﬁ]; e [B]}:[ = M’[ﬁ];, para todo vetor S.
Logo, pela transitividade da relagdo de igualdade, temos M [ﬂ]; =M [B];, ou
seja, (M — M')[B];; = 0. Ora, isso vale para toda matriz [S]g se e somente se
M —M’ = 0, ou seja, se e somente se M = M’. O

Exercicio 7.2. Justifique a mudanca da ordem dos somatérios em (1.5).

Exercicio 7.3. Justifique (demonstre) o seguinte fato sobre matrizes, utilizado
na demonstragio precedente: se A.B = O (matriz nula) para toda matriz coluna
B, entio A =0O.

g. Existéncia de base

Para alguns espagos de dimensio infinita, como o espago das fungdes reais con-
tinuas no intervalo [a,b], ndo se pode exibir uma base, e nem mesmo indicé-la
como fizemos acima no caso do espago dos polindmios com coeficientes reais
e para o proprio espago dos reais visto como espago vetorial sobre si mesmo.
Mas assume-se que elas existem, e isso na verdade pode ser demonstrado para
um espago vetorial arbitrario, a saber,

Teorema g.1. Todo espago vetorial possui uma base.

A palavra ‘uma’ deve ser entendida literalmente, como artigo indefinido,
e nio como indicando ‘uma tnica’. Um espago vetorial, com exce¢io do sub-
espago trivial constituido unicamente pelo vetor nulo (cuja base, como vimos,
¢ 0 conjunto vazio), admite uma infinidade de bases, todas elas de mesma cardi-
nalidade. A demonstragio do teorema anterior faz uso do Axioma da Escolha
(mais precisamente, do Lema de Zorn, que lhe ¢ equivalente, que pode ser
assim enunciado: Seja (A,<) um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado®
tal que toda cadeia em A admita wm limitante superior. Entdo A tem elemento

16Uma ordem parcial sobre um conjunto A é uma relagio binaria sobre A (um sub-
conjunto de A x A) que é (i) reflexiva, (i) anti-simétrica e (iii) transitiva. A expressio
‘parcial’ vem do fato de que podem haver elementos de A que nio estejam na relag3o.
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maximal. Uma cadeia em A é um subconjunto C de A que é linearmente or-
denado por <;'7 um limitante superior (cota superior, limite superior) de C
¢ um elemento m tal que ¢ < m para todo ¢ € C; este elemento pode nio per-
tencer a C, e pode ndo ser unico. Diz-se que m ¢é elemento maximal de A se
ndo existe x € A tal que m < x (onde a < b:=a<bAa#b). O elemento ma-
ximal de um conjunto, quando existe, pertence ao conjunto, e pode nio ser
tnico. A demonstragio procede mostrando que se 7 é uma familia de con-
juntos linearmente independentes de vetores, entdo se os elementos de 7 sio
tais que se B € T implica que todo subconjunto finito de B pertence a I (neste
caso, diz-se que 7 tem caracteristica finita), resulta que 7 tem elemento ma-
ximal com respeito a inclusdo C (isso ¢ conhecido como Lema de Tukey, ou
Principio Maximal). Ora, uma familia de conjuntos de vetores linearmente in-
dependente tem caracteristica finita, e assim existe um conjunto maximal B, e
pode-se entio mostrar que B é uma base.

Um exemplo ¢ facilmente visto considerando-se novamente o espago veto-
rial dos polindmios com coeficientes reais visto antes. Tome qualquer polin6-
mio nio identicamente nulo py, por exemplo po(x) = 1. O conjunto So = {po} é
linearmente independente (prove isso como exercicio). Se este conjunto gerasse
0 espago, seria uma base, mas este ndo é o caso. Defina agora S| = {po, p1} com
p1(x) = 1+ x (perceba que este polindmio no pertence ao espago gerado por
S0). Ora, S é linearmente independente (exercicio), mas também nio gera o
espago. Continuemos assim, obtendo S = {po, p1, p2} (onde pa(x) = 1+ x+x?),
S3 ={po, p1,p2, p3}, € assim por diante. Evidentemente temos

SoCS1€52¢...,

e este conjunto é parcialmente (na verdade, é linearmente) ordenado por in-
clusfo. Constata-se que todo subconjunto finito de elementos (que sio cadeias)
tem um limitante superior. Assim pelo Lema de Zorn, o conjunto tem um ele-
mento maximal, que ¢ a base procurada, um conjunto maximal linearmente
independente que gera o espago.

Para as finalidades da fisica, estaremos interessados em bases ortonormais,
mas para tanto necessitamos introduzir no¢des métricas nos espagos vetoriais,
o que fazemos por meio de um produto interno, como veremos no proximo
capitulo. Resta no entanto uma observagio. O esbogo da demonstragio do

7Uma ordem linear, ou total, é uma ordem parcial tal que quaisquer dois elementos
do conjunto estio relacionados.
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teorema (g8.1) feita acima mostra a importancia do Axioma da Escolha para as
finalidades da fisica. Necessitamos falar de bases, e necessitamos que todas as
bases tenham o mesmo ntimero de elementos. Acontece que hi ‘matematicas’
nas quais o Axioma da Escolha nio vale em geral,’8 e em algumas delas, pode-
se encontrar espagos vetoriais que ndo tém base, ou entdo espagos vetoriais que
tém bases de cardinalidades distintas (veja [Jec.77, p.366]). Como se elaboraria
a mecanica quantica tendo por alicerce uma tal matematica? Seria isso possivel?
Claro que até o momento ninguém sabe a resposta.

9. Espacos vetoriais isomorfos

Escreveremos & iso ¥ para indicar que ha um isomorfismo entre os espagos
vetoriais & = (V, K, +,-) e F = (W,K,+,-), ambos sobre 0 mesmo corpo K =
(K,+,-,0,1), ou seja, existe uma aplicagio (fungio) bijetiva f : V> W tal que

fla+p) = fla)+ f(B) e flk.a) = k.f(a) (1.8)

para todos @, € V e k € K. Pode-se demonstrar (exercicio) que a relagido iso
¢ uma relagio de equivaléncia,’ o que implica em particular ser transitiva.
Assim, se & é isomorfo a F e se ¥ é isomorfo a G, entio F ¢ isomorfo a G.
Disso tudo resulta trivial provar o seguinte resultado (a argumentagio precisa,
no entanto, d4 um bom exercicio), extremamente Util nas demonstra¢des:

K" iso K" iso K"™!.

Paran =2 e K = R, podemos entdo representar a correspondéncia escre-
vendo

(a,b)@[ab]@( Z )

Note que os conjuntos acima, munidos das respectivas operagdes de espago
vetorial, constituem espagos vetoriais sobre K. Assim, face o isomorfismo, é

"84 versOes mais fracas do axioma, como aquela que fala unicamente de conjuntos
enumeraveis. Ver [Jec.77].

"9Uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto A é uma relagio biniria R sobre
A que ¢ reflexiva (ou seja, para todo elemento x de A tem-se que xRx), simétrica (se xRy
entdo yRx para todos x e y) e transitiva (se xRy e yRz, entdo xRz para todos x,y,z).
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indiferente (matematicamente falando) se operamos com n-uplas de elementos
de K ou com matrizes linha formadas por elementos de K ou com matrizes
coluna com tais elementos. Isso traz uma enorme vantagem, pois simplifica em
muito as demonstragdes, ja que podemos ir de um espago a outro sem maiores
detalhes, ora operando com n-uplas, ora transformando-as em matrizes linha,
como se fossem a mesma coisa.

Vamos dar um exemplo dessa utilidade, indicando os detalhes para que o
leitor perceba como age o matematico, muitas vezes caminhando de uma es-
trutura para outra e voltando, desde que essas estruturas preservem as proprie-
dades relevantes (o que ¢ feito pela existéncia dos isomorfismos). Considere o
espago vetorial R3. Vetores deste espago sio triplas ordenadas de ntimeros reais
da forma (x,y,z). Considere agora o seguinte problema: verificar se os vetores
(1,2,3),(=1,0,1) e (0,1,2) sdo linearmente independentes. Podemos fazer isso
simplesmente considerando esses vetores como matrizes linhas: [123],[-101]
e [012]. Olhe agora para a matriz abaixo como sendo uma matriz 3 X 1 cujas
linhas sdo as trés matrizes acima.

1
-1
0

—_ O N

3
1
2

Olhe agora para esta nova matriz 3 X 3 e extraia fatos sobre ela. Se o deter-
minante desta matriz for nio nulo, nenhuma das linhas pode ser combinagio
linear das demais, segundo a (suposta) conhecida teoria dos determinantes.
Ora, esta é exatamente a condigio que esperamos para a independéncia linear
dos vetores. Ou seja, "mudamos"de espago vetorial para conseguir certos resul-
tados: neste caso, se o determinante da matriz acima é nio nulo, ela é inversivel
e portanto suas linhas ("logo", os vetores de R?) sdo linearmente independen-
tes.

Observagio O procedimento acima foi na verdade um truque, atil, mas um
truque. Mudamos de espagos de n-uplas para matrizes, para outras matrizes e
depois voltamos, e tudo funciona. No entanto, carece de um rigor matema-
tico mais refinado, principalmente aquela parte em que consideramos o deter-
minante da matriz 3 x 3. Claro que podemos, neste caso, prover o que esti
faltando, mas nio importa aqui. Isso é comum entre fisicos principalmente.
Houve uma espécie de debate entre o matematico von Neumann, rigoroso
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para com a mecanica quantica, e o fisico Dirac, mais ‘pragmatico’ sacrificando
algumas vezes o rigor em prol de resultados fisicos mais expressivos. O caso
em tela é a célebre fungdo delta, que Dirac introduziu e que aparentemente
levava a inconsisténcias (mas que depois encontrou uma fundamentagio ma-
tematica precisa nas mios de L. Schwartz). Para detalhes sobre esta polémica,
ver [Kro.12].

Prosseguiremos dentro do rigor matematico esperado.

Teorema 9.1. Todo espago vetorial de dimensio n sobre o corpo K = (K, +,-,0,1)
é isomorfo ao K".

Demonstragio. Como K", o conjunto das n-uplas de elementos de K munido
das operagOes usuais, como as definidas para o R” (veja o exemplo (1.1), €
isomorfo a K", o espago das matrizes 1 xn com elementos em K (munido das
operages correspondentes entre matrizes), basta provar que o isomorfismo se
da com esse tltimo espago. Seja A = {ay,...,a,} uma base ordenada para o
espago vetorial & = (V,K,+,-) de dimensio n. Entdo, para 8 € V, podemos
escrever
B=xia1+ -+ xa.

Definimos a aplicagio f: V +— K™ por f(B) = [Bla = [x1 ... x,]. Devemos
agora provar que f ¢ um isomorfismo, ou seja, que ¢ bijetiva e que ‘preserva’ as
operagdes. Quanto a primeira parte, inicialmente mostramos que f ¢ injetiva.
Com efeito, pela unicidade das coordenadas (teorema (6.1)), se y # 3, sua matriz
das coordenadas em A ¢ distinta da de 8.>° Quanto a f ser sobrejetiva, dada
uma matriz [x; X3 ... x,] de escalares de K, havera um tinico vetor 8 (de novo,
pela unicidade das coordenadas) tal que B = xja; + -+ + x,,.>" Assim, f €
bijetiva. Agora, com relagdo a ela ‘manter’ as relagBes das estruturas, a saber, as
operages de espago vetorial. Sejam «@ e B vetores de V. Assim, existem Unicas
[ala=[x1x2... x4] € [Bla=[y1y2 ... yul. Ora, € claro que f(a+B) = [@+Bla =
[x1 +y1 .. X0+l = [x1 oo x0) + 1.2 yn] = [@la + [Bla = fl@) + f(B), e que
flka) = [kxy ... kx,] = k[x1 ... x,] = kf(@). Assim, f é um isomorfismo. O

Exercicio 9.1. Exiba um isomorfismo entre o espago R* e o espaco P(R?) dos
polin6mios reais de grau menor ou igual a 3. (Dica: vocé tera ndo sé que exibir
a fungio, mas mostrar que ela é de fato um isomorfismo.)

20Recorde que uma fungio f : A — B é injetiva se x # y implica f(x) # f().
*'Uma fungio f : A — B é sobrejetiva se para todo y € B, existe x € A tal que y = f(x).
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Exercicio 9.2. Mostre que os espagos vetoriais C dos nimeros complexos da
forma z = a+ bi, munido das operagdes usuais e o R?, também munido das ope-
ragdes usuais, sdo isomorfos. (Isto é o que nos possibilita representar nimeros
complexos como pares ordenados de nimeros reais).

Exercicio 9.3. Encontre uma base para o sub-espago do R? gerado pelos veto-
res (1,0,1), (-1,1,0), (1,2,1), e (0,0,-1). Veriﬁque se o vetor (2,—1,-2) per-
tence a tal sub-espago.

Exercicio 9.4. Mostre que o espago R?*? das matrizes reais 2 x 2 é isomorfo
ao espago R*.

10. Mais sobre dimensio infinita

Espagos vetoriais de dimensio infinita so extremamente relevantes em ma-
tematica e em fisica. Por exemplo, em mecanica quinticas os espagos associa-
dos aos observaveis posi¢io e momento de uma particula, sio infinitos. Acima,
mencionamos somente um caso, o das funcdes reais de variavel real com do-
minio no intervalo [a,b] da reta real. Vimos que, por for¢a do teorema (g.1),
ele possui uma base. O problema é que nio temos como exibir essa base. Uma
justificativa informal pode ser a seguinte: ela teria que ser formada por uma
infinidade de "vetores" (fungdes deste espaco) tais que gualquer dessas fungdes
pudesse ser obtida como combinagio linear das fun¢des da base, com coefici-
entes reais. Intuitivamente, isso € claramente impossivel de ser realizado tendo
em vista a variedade de fungdes com dominio [a,b]. Resta acreditar no teo-
rema e em suas consequéncias. O fato interessante ¢ que a impossibilidade de
exibir uma base nio se deve a qualquer incapacidade nossa, mas é inerente a
matematica envolvida.

Um outro exemplo ¢ o seguinte. Uma vez que saibamos que o conjunto
Q dos ntimeros racionais munido das operagdes de adicdo de racionais e de
multiplicagio de racionais forma um corpo Q = (Q,+,-,0,1) (se preciso, va
atrés dos detalhes em um livro de Algebra), podemos considerar a estrutura
R = (R,Q, +.) (as operagdes nesta estrutura sendo a adigio de reais e a multi-
plicagdo de real por racional) e mostrar (Exercicio) que se trata de um espago
vetorial racional (sobre o corpo dos racionais). Aqui, os vetores sio os nimeros
reais, e os escalares, os numeros racionais. Uma base para tal espago, que existe
por forga do teorema mencionado, tera que ser um conjunto de nlimeros reais
de forma que qualquer real possa ser obtido como uma combinagio linear de
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tais nimeros, desde que os coeficientes sejam racionais. Como no caso prece-
dente, tal base nio pode ser exibida, existindo tnica e exclusivamente por forga
do teorema. Chama-se base de Hamel, e pode-se mostrar que a dimensio desse
espago ¢ a cardinalidade do continuo.??

10.1. Adendo: o axioma da escolha

Aqui, mais uma digressio. Muitas vezes, praticando uma ciéncia como a fisica,
nio nos damos conta de principios que sio assumidos como se fossem ‘natu-
rais’ na base matematica e 16gica das teorias consideradas, mas que uma reflexdo
mostra que devem ser tomados com cautela e, para o filosofo e para aquele inte-
ressado nos fundamentos da ciéncia que pratica, conhecidos a0 menos em suas
linhas gerais. Um tipico exemplo ¢ o do Axioma da Escolha, que fundamenta a
matematica que subjaz toda a fisica presente e em particular a mecanica quan-
tica. Trata-se de um postulado da teoria de conjuntos que pode-se dizer, sem
perda de generalidade, serve de logica subjacente a esta teoria. Em sintese (ha
dezenas de formas equivalentes de enunci-lo e ha formas mais fortes e mais fra-
cas dele), assegura que dado um conjunto com determinadas condigdes, como
tendo conjuntos nio vazios e dois a dois disjuntos como elementos, existe um
conjunto (o conjunto escolha) contendo um e s6 um elemento de cada um dos
conjuntos que formam o conjunto dado. Se o nimero desses conjuntos for fi-
nito, este resultado pode ser demonstrado a partir dos demais postulados da
teoria (que aqui assumiremos ser a teoria Zermelo-Fraenkel - ver [Kra.oz2]). O

22Uma das grandes coisas que Georg Cantor, o criador da teoria dos conjuntos fez,
foi mostrar que hé infinitos de diferentes ‘tamanhos’, o que aparentemente ja era co-
nhecido de Leibniz (ver [SapAlc.15]. O ‘menor’ deles é o dos conjuntos enumerdveis,
que podem ser colocados em correspondéncia 1 x 1 (por meio de uma fungdo bijetora)
com o conjunto dos niimeros naturais, e ¢ designado por 8g. O conjunto dos nimeros
reais, na matematica padrio, tem um cardinal estritamente maior (considerada a ordem
dos cardinais), sendo igual a 280 dita cardinalidade do continuo, mas hi ainda cardinais
maiores, € maiores .... Uma observagio complementar que pode ser ttil para certos
leitores: foi dito ‘na matematica padrio’ porque podemos supor que a teoria utilizada
seja uma teoria de primeira ordem (tendo a légica classica de predicados de primeira
ordem como lbgica subjacente). Neste caso, ela esta sujeita a0 chamado Teorema de
Lowenheim-Skolem Descendente que afirma que se a teoria tiver modelo (for consis-
tente), terd modelo enumeravel. Nesse modelo, o conjunto que representa os nimeros
reais serd enumeravel. Este fato, conhecido como ‘paradoxo’ de Skolem, nada tem de
paradoxical, tratando-se apenas de um resultado contra intuitivo.
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problema ¢ que em muitos casos nada na teoria e muito menos no axioma nos
d4 a informagdo de como obter o conjunto escolha. Ele simplesmente existe
desde que assumamos o postulado, e somente em alguns casos podemos apre-
sentar uma ‘fungio escolha’ que faria a selegdo.

Como vimos, este axioma é fundamental em mecanica quantica (pelo me-
nos em uma de suas formas equivalentes, o Lema de Zorn), pois garante a
existéncia de bases para os espagos de Hilbert relevantes. Vé-se mais uma vez
a importancia da logica e da matematica subjacentes (que para muitos, como
para nds aqui, sdo tomadas como uma sé coisa); utilizamos a redugio ao ab-
surdo, um dos principios basicos da ldgica classica, o axioma da escolha e varios
outros postulados dos quais muitas vezes no nos damos conta. Uma questdo
interessante para os fundamentos da mecanica quantica ¢ explicitar essa ‘base
l6gica’. Se formos olhar os livros desta disciplina e fizermos uma analise deta-
lhada, encontraremos nada mais do que aquilo que usualmente chamamos de
légica classica. No entanto, hd questionamentos ‘quinticos’ sobre alguns dos
principios desta logica, como a célebre lei distributiva, como veremos abaixo.
Como ficamos? Ora, nio ficamos. A 4rea que se denomina hoje de [dgica quin-
tica esta mais voltada para a computacio quantica e para a teoria da informagio
guéantica (ver [DalGiuGre.o4]) do que para a procura de uma ‘logica da meca-
nica quantica’. A questio permanece em aberto.

Talvez tenha passado o tempo de se buscar em ciéncia, e particularmente
em fisica, o desenvolvimento das disciplinas como ciéncias de principios, no sen-
tido aristotélico do termo, como exposto em seus Segundos Analiticos [Ari.s3].
Hoje, principalmente devido ao fato de que nio se conhecem quais seriam os
principios (postulados) - os fisicos falam em ‘equag¢des’ - que fundamentariam
as principais disciplinas a partir das teorias quanticas de campos,?? e das teo-
rias de cordas e outras, fica patente que a fisica presente (pelo menos) funciona
como um conjunto de regras mais ou menos heuristicas que sio juntadas para
se atacar um problema particular, caso a caso. Nio hd até o momento, e tal-
vez nunca venha haver, uma teoria unificadora. Os varios ramos muitas vezes
parecem ser até mesmo inconsistentes uns com os outros. Mas desenvolver
isso demandaria um outro texto. Fica a indicagdo para agugar a curiosidade do
leitor.

Falaremos um pouco mais sobre a logica quantica mais a frente.

23 De fato hi formulagdes ‘axiomaticas’ de algumas teorias quanticas de campos, mas
esta é outra histria.



PRODUTOS INTERNOS

OM A ESTRUTURA de espago vetorial, o0 maximo que podemos expres-
sar sio combinagdes lineares (superposi¢3es) de vetores. Ndo hi como
considerar questdes métricas, como angulo entre vetores, ‘comprimento’

de um vetor e outro de mesma natureza. Para tanto, vamos estender a estru-
. . : C )

tura & adicionando um produto interno. O espago assim obtido ¢ denominado

de espaco vetorial com produto interno, ou pré-espaco de Hibert. Mas, o que € um

produto interno?

1. Produtos internos

Definigio 1.1 (Produto interno). Um produto interno sobre um espago veto-
rial & =(V,K,+,-) ¢ uma aplicacio de VXV em K (o dominio do corpo K),
A imagem do par de vetores @ e B (nesta ordem), é denotada por (@|B). A defi-
nigio exige que sejam cumpridas as seguintes condig¢es, para todos @,8,y € V
ea €K, se tenha:!

1. {a|B+7y) =(a|B) +(aly)
2. {@laB) = a{e|B)

Estas duas condi¢des dizem que o produto interno € linear na segunda
variavel (a que vem depois do trago vertical em (- | -).

"Ha autores que preferem postular as condiges 1 e 2 de forma alternativa, a saber,
(1) @ +Blyy = (aB) +(aly) e (2°) (a.a|B) = a{a|B). Isso é meramente uma questdo de
conveniéncia. Aqui, seguimos o procedimento usual dos textos de fisica.
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3. (@|B) = {(Bla) (Em fisica, é comum denotar o conjugado de um nimero
complexo z = a+ bi nio por Z = a— bi, mas por z*. Mais a frente, usare-
mos essa notagio).

4. {ala) >0 e {(ala) =0 se e somente se @ = O.
Teorema 1.1. Dada a definicio, temos:

1. (aa|B) = ala|B)

2. {a+pBly) ={a|B) +<aly)
Demonstracdo. Com efeito,? {aa|B) = m = m = a{a|B). Quanto ao se-
gundo item, sugerimos que o leitor o faga como um exercicio. O

As condigBes do teorema dizem que o produto interno é sesquilinear na
primeira variavel, e linear na segunda.

Daremos agora alguns exemplos de produtos internos que interessardo ao
nosso estudo.

Exemplo 1.1. Sobre o espago real R”, sendo @ = (x1,...,%,) € B=(1,---,n),
a aplicagdo seguinte é um produto interno:

n

(a@|B) := inyz' (2.1)

i=1
Este produto interno é denominado de produto interno candnico sobre o R”.

Exemplo 1.2. Sobre o espago real C", sendo @ = (x1,...,%,) € B=(V1,-.-,Yn)
n-uplas de nimeros complexos, a aplicagio seguinte é um produto interno:

n

. *
(@|B) == Z X7 yi (2.2)
i=1
onde x* ¢ o conjugado de x;, ou seja, se x; = a + bi, entdo x* = a— bi. Este
produto interno é denominado de produto interno candnico sobre o C".

Exemplo 1.3. Sobre o espago das fungdes reais (de variavel real) continuas no

intervalo [a,b] (e isto vale para a = —c0, b = +0), a aplicacio seguinte é um
produto interno:

b
(flg) = f Fg(0dx (2.3)

2Observamos que, para nimeros complexos z] € 23, tem-se que 7122 = 7] 23-
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Uma explicagdo a respeito deste tltimo exemplo. Em se tratando de fun-
¢Bes de varidvel complexa, definimos a conjugada de f, denotada por f*, da
seguinte maneira, para cada nimero complexo z de seu dominio:

@ =N

Exercicio 1.1. Considere a seguinte fun¢io complexa sobre o espago do exem-
plo precedente: f(z) = a® +i(3a—b), para cada z = a+ib. Encontre f(1-2i) e
ache f*.

Exemplo 1.4. Seja C"™" o espago vetorial das matrizes complexas de ordem n.
Se A* denota a transposta conjugada de A, entio a aplicagio

(A|B) := Tr(A*B) (2-4)

& um produto interno. No caso real (ou seja, se R?), entio (A|B) := Tr(AT B).

Neste exemplo, estamos fazendo uso da fungdo trago, que aparecera no-
vamente 2 frente. Trata-se de uma fungio que associa a cada matriz quadrada
um escalar que ¢ a soma dos elementos de sua diagonal principal. Por outro
lado, AT designa a transposta de A, obtida simplesmente trocando-se as linhas
da matriz pelas suas respectivas colunas.

Produto de Matrizes Uma pequena digressio aqui, principalmente para es-
tudantes de filosofia, sobre o produto de matrizes. Sejam A = [g;;] de ordem
mxn e B =[bj] de ordem n x k. Nessas condi¢es, o produto das matrizes A
e B (nesta ordem) € possivel e é definido como segue. Antes, repare nas ordens
das matrizes: o nimero de colunas da primeira deve ser ignal ao niimero de linhas
da segunda. A matriz resultante sera denotada C = [ci], e terd ordem m x k.
Seus elementos sio obtidos da seguinte maneira:

n

Cik = Za,’jbjk.

Jj=1
Vejamos um exemplo:

1 -1 0 2 -1 0 3 -2 -3
o 2 -1/1-1 1 31={-2 1 4
-2 1 -1J{o 1 =2 -5 2 1
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Informalmente, isso corresponde a multiplicarmos as linhas de A e as colu-
nas de B como se fossem vetores, por meio do produto interno canonico. Mas
isso é somente uma comparagdo grosseira, mas nio é ‘absolutamente’ certo,
porque se os elementos das matrizes forem nimeros complexos, de acordo
com a defini¢do do produto, devemos multiplicar as linhas de A pelas colunas
de B e nio os conjugados complexos das linhas de A pelas colunas de B, como
exigiria o produto candnico que utiliza nimeros complexos. No exemplo 1.4,
para obter (A|B), primeiramente obtemos a transposta conjugada de A e faze-
mos o produto A*B para entfo tomar o trago da matriz resultante. Exercite
com as matrizes seguintes.

Exercicio 1.2. Obtenha o produto interno (A|B) e depois o produto AB, sendo

A= 2+2i —1+'i B= 2+.i 1+1: '
-1 1+ - 1-i

Exercicio 1.3. Mostre que o produto de matrizes é associativo, e encontre
um exemplo para mostrar que o produto nio ¢ comutativo (basta exibir duas
matrizes que nio comutam, mas cujas ordens permitiriam o produto, pois ele
precisa estar definido). Mostre ainda que se A ¢ uma matriz qualquer de ordem
mxn e se I, é a matriz identidade de ordem n (isto é, n X n), entdo Al, = A;
se I, é a matriz identidade de ordem m, entio I,A = A. Ademais, se A for
inversivel (uma condigio necessaria e suficiente para que seja inversivel é que
seja quadrada e que seu determinante seja diferente de zero), sendo A~! a sua
inversa (que se pode provar ser tinica), tem-se que AA~! = A™'A = I,. Deste
modo, o conjunto das matrizes inversiveis de ordem n sobre um corpo %K,
munido da operagio de produto de matrizes, ¢ um grupo nio comutativo.

Definig¢do 1.2 (Norma). Chama-se norma (ou ‘comprimento’) em um espago
vetorial V a uma aplicagio que, a cada vetor @ associa um escalar, denotado
llell, tal que:

I. |lall =0 e |la]| = 0 se e somente se a = O.
2. |lkell = |k| - llell, para k escalar.
3. [l +BIl < llevll + ||8I| (desigualdade triangular)

Um vetor a ¢ unitario se |la|| = 1.
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Importa aqui, dentre todas as possiveis normas, aquela que é definida a
partir do produto interno, dita norma advinda do produto interno, a saber,
a aplicagdo tal que

lledl := V{aler) (2:5)
Exemplo 1.5. Mostre que a aplicagio recém definida ¢ de fato uma norma.

A importancia da observagio acima, de que a norma definida por (2.5) é
advinda do produto interno é que existem normas (fungbes que cumprem as
condi¢Bes da defini¢do) sem que tenham sido originadas a partir do produto in-
terno. Alguns exemplos sobre R? sio os seguintes (para distingui-las da norma
acima, vamos usar sub-indices): para @ = (x1, x), temos

lledly == lxer| + |x2

llelz := max {lx |, [xal}.

Assim, [|(2,3)|l; = 5, enquanto que [[(2,3)ll2 = 3. O que nos interessard, no
entanto, sera a norma induzida pelo produto interno, pois sera com ela que
a nogdo de espaco de Hilbert é introduzida. Os teoremas que se reportam a
normas, no entanto, valem para qualquer que seja ela, por exemplo, o seguinte.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para todos a e B, tem-se:

KalB)l < llall- 1Bl (2.6)

Demonstragdo. Se a = O, é imediato. Caso contrario, seja

_Bla)
Tlal?
Dai resulta (,BI y @l >
a a
0< Iyl = B>
Ilz' IIaII2
Consequentemente,
I<ﬂICV>I2
<|18II* - :
el

de onde se segue o resultado. mi
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Um fato relevante para a mecanica quantica é o seguinte resultado relativo
a norma da some de dois vetores:

la+B11= (a+Bla+p) =lla |+ BI* +2Re({a|B)),

onde Re({|B)) indica a parte real do nimero complexo (a|B). A relagio com a
mecanica quantica pode ser antecipada assim, somente para vocé se dar conta
da importancia dos conceitos sendo introduzidos. Os estados dos sistemas fi-
sicos sdo descritos por vetores unitarios. Suponha que tenhamos um estado
descrito por uma superposi¢io (aqui é melhor falar assim do que em combina-
¢do linear) da forma a + B, que é por hipdtese unitirio. O quadrado da norma
deste vetor (ou fungio de onda) é importante pois nos dara uma probabili-
dade de encontrarmos o sistema (como uma particula) em uma certa situagio.
A parte Re({a|B)), que nem sempre pode ser eliminada, e que é chamada de
termo de interferéncia, implica que ha superposi¢io das fungdes de onda a
e 3, e de acordo com a interpretagio padrio, é o que explica a existéncia de
franjas de interferéncia em experimentos como o das duas fendas.’

Definigdo 1.3 (Distancia). Chama-se distincia em um espago vetorial V com
produto interno a toda aplicagio d : V XV K tal que:

1. d(a,B) =d(B,a)
2. d(a,B) >0 e d(a,B) =0 se e somente se @ = f3.
3. d(a,p) <d(a,y)+d(y,p) (desigualdade triangular)

Teorema 1.3. Considere a norma advinda do produto interno (a sinica que con-
sideraremos doravante). A aplicacio d(a,B) = lla — Bll, é uma distancia.

Demonstracdo. Imediata. O

No caso do espago vetorial ser R ou C, costuma-se escrever |a| em vez de
|||, deste modo confundindo-se a norma de um vetor com o médulo de um
escalar. Do mesmo modo, escrevemos nesses casos |a — | em vez de |la —g|.

3P d f \ h , . d A - A . ~ l P . d
ara tudo o que se refere a histdria da mecanica quantica nio relativista, indicamos
o livro de M. Kumar [Kum.og]. Para coisas mais técnicas, consultar os demais textos
indicados na Bibliografia.
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Importante notar que, sendo z = a+bi um niimero complexo (ou ‘vetor’
no espago vetorial dos complexos sobre si mesmo), resulta que

2 = (zlz) = 2¥2 = (a—bi)(a+bi) = a* +b* € R.

Da mesma forma, levando em conta a férmula de Euler ¢ = cos6+isin6,
um nimero complexo z = a + bi pode ser escrito em coordenadas polares

como z = r.e'?, e temos que z* = re logo z*z = .

2. Espagos de Hilbert

Dizemos que uma sequéncia de vetores aj,as,... de um espago vetorial V
converge para um vetor f3 se os vetores da sequéncia vio ficando cada vez mais
préximos de 8 2 medida em que avangamos na sequéncia. Mais precisamente,

Defini¢do 2.1 (Sequéncia convergente). A sequéncia de vetores ay,as,... de
um espago vetorial V converge para um vetor S se, para todo € > 0 real, existe
um namero natural 7 tal que, se i > n, resulta que ||B— || < €.

Definigio 2.2 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia de vetores aj,az,... de
um espago vetorial V é uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0 real,
existe un nimero natural n tal que, para i, j > n, tem-se que [|lo; — /|| < €.

Intuitivamente, em uma sequéncia de Cauchy, os elementos da sequéncia
véo ficando cada vez mais proximos uns dos outros & medida em que avanga-
mos na sequéncia.

Toda sequéncia de Cauchy ¢ convergente, como se pode mostrar. O pro-
blema é que uma sequéncia pode convergir para um vetor que nio pertenga
ao espago considerado. Quando toda sequéncia de Cauchy converge para um
vetor ainda no espago, dizemos que o espago é (topologicamente) completo.
Note que a nogio de convergéncia depende da norma. Caso particularmente
importante ¢ quando a norma ¢ a advinda do produto interno, resultando na
seguinte

Definigio 2.3 (Espaco de Hilbert). Um espago vetorial com produto interno
V é um espago de Hilbert se for completo em relagio & norma induzida pelo
produto interno.

Ou seja, a norma a ser considerada é aquela que se define por meio do
produto interno, isto &, [lal| := V{(ala).



36 2. Produtos Internos

Definicio 2.4. Um espago de Hilbert é separavel se contém uma base contavel
(finita ou enumeravel).

Resulta que todo espago de dimens3o finita é obviamente separavel.

Defini¢do 2.5. Um conjunto A de vetores de um espago & € fechado relati-
vamente a um sub-espago ‘W se para todo € > 0 real e para qualquer B € W,
existe a € A tal que d(a,B) < €. Pode-se em especial falar de um sub-espago W
ser fechado (nele mesmo).

Uma outra forma de se conceituar sub-espacos fechados é dizer simples-
mente que sio sub-espagos do espago de Hilbert que por sua vez também sio
espagos de Hilbert.

Exemplo 2.1. Considere o conjunto £>(c0) de todas as matrizes coluna com-
plexas (de ordem nx 1 e elementos complexos) com uma quantidade enumera-
vel de elementos, ou seja, da forma

ai

com c;j € C, satisfazendo
o0
Dl < .
=1

Podemos obter um espago de Hilbert separavel com as operagdes usuais
de soma de matrizes e de multiplicagdo de matriz por um ntimero complexo,
a saber,

aj b] a1+b1
A+B=| a |+| b2 |=| a2 +b>
[
aq k.a1

kA=k| @ |=| ka
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com o produto interno

(e8]

(A|B) = Za,jbk.

k=1

Os dois exemplos a seguir sdo mais técnicos e podem ser descartados por
estudantes de filosofia em um primeiro curso (eles generalizam o anterior).

Exemplo 2.2 (O espago ¢(N)). Vamos denotar por N o conjunto dos ntimeros
naturais, € por 2(N) o conjunto de todas as fungdes f : N — C tais que a soma
220 1fD)I> <0 (¢ finita). Definimos, para duas de tais fungdes f e g quaiquer,

(flgy:= Y f* (g,
i=0

e verificamos que se trata de um produto interno. Temos entdo um espago
de Hilbert separavel infinito dimensional que é isomorfo a todos os espagos
de Hilbert separaveis e de dimensio infinita. Para comprovar que € separa-
vel, basta mostrar (vide [HeiZim.12, p.4]) que ele possui uma base enumeravel
(de fungdes chamadas de fung¢des de Kronecker, que aparecerio novamente
abaixo).

Exemplo 2.3. Outro exemplo importante ¢ o espago £> das fungdes qua-
drado integraveis, ou seja, de todas as fungbes complexas f assumindo valores
reais que satisfazem

f ) |f (x)Pdx < oo,

0

com o produto interno sendo definido por

(flg) = f FF(x0)g(x)dx.

As operagdes de adi¢do de vetores (fungdes) e de multiplicagio de vetor
(fungdo) por escalar sio as usuais. Este exemplo aparecera novamente abaixo

(pagina 11g).
2.1. Espagos de Hilbert e mecanica quintica

O ‘formalismo’ usual da mecanica quantica (MQ), introduzido por von Neu-
mann em 1932, faz uso da teoria de espagos de Hilbert complexos separaveis,
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como veremos no ultimo capitulo. A palavra ‘formalismo’ é usada pelos fisicos
para designar a formulagio matematica da mecanica quantica (nio relativista,
a Unica que consideraremos) e nada tem a ver, em principio, com sistemas
formais que sio tratados em légica e em fundamentos da matematica.*

No formalismo da MQ, é importante descrever os estados dos sistemas
fisicos e considerar os observaveis fisicos (como massa, carga elétrica, posi-
¢do, momento, spin) que podem ser medidos quando o sistema encontra-se em
um certo estado. Deixaremos por enquanto os observaveis de fora até que te-
nhamos introduzido o conceito de operador linear. Os estados de um sistema
fisico o sdo representados por vetores de um espago de Hilbert H. Ou seja, a
cada sistema fisico o~ associamos um H cujos vetores representam seus estados.
Convenciona-se que se @ denota um estado, entdo k.« denota 0 mesmo estado,
para todo escalar k, o que implica que podemos considerar apenas vetores uni-
tarios. Assim, qualquer multiplo escalar de @ representa o mesmo estado que
a.

Ora, sabemos que dado um vetor nfo nulo, a cole¢io dos multiplos es-
calares desse vetor, munido das restrigdes das operagdes do espago, forma um
sub-espago vetorial de dimensio 1. Os fisicos chamam esses sub-espagos de
rays. Assim, dizer que os vetores unitdrios representam os estados € um abuso
de linguagem, mas eles s3o suficientes, pois constituem uma base para cada ray.
Em geral, este escalar é tomado como sendo k = ¢, que ja encontramos antes
(pagina 35 - trata-se portanto de um nimero complexo z = re® onde r = 1), e
é chamado de fator de fase de sorte que a e 8 = ¢a sio considerados como
representando o mesmo estado. O que se afirma quando dizemos que vetores
multiplos representam o mesmo estado equivale a ‘ignorarmos’ o fator de fase
[SusFri.14, p.10g].

Rays sio importantes porque mais tarde mostraremos que a cada um de-
les esta associado um operador de projecio, que ‘projeta’ um dado vetor do
espago no sub-espago correspondente. Em mecanica quantica, interessa tam-
bém a algebra dos sub-espagos fechados do espago de Hilbert, base para a area
conhecida como 1dgica quantica.

+A mecinica quntica relativista é denominada de teoria quintica de campos. Ha
varias de tais teorias, e em suma trata-se da juncdo da mecinica quantica tradicional
com a relatividade restrita. Nfo se sabe até o momento como compatibilizar a mecanica
quéntica com a relatividade geral.
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2.2. Légica quantica

Dito sem muitos detalhes, sabe-se que a algebra dos sub-conjuntos de um con-
junto dado, considerando-se as operagdes de unido, intersegio e de complemen-
tagdo, forma uma algebra de Boole. Nio sem surpresa, a dlgebra subjacente ao
célculo proposicional classico, alicerce da chamada ldgica classica, ¢ também
uma algebra de Boole, assim como a algebra dos observaveis da mecanica
classica (para referéncias, indico o meu texto ainda no prelo, Introducio a Ld-
gica Quantica; referéncias adequadas podem ser buscadas em [Red.g7]).Parece
que tudo isso estd em completo acordo. Mas, na mecanica quantica, considerando-
se a abordagem via espagos de Hilbert (que sio conjuntos), se quiséssemos pro-
ceder do mesmo modo, considerando os sub-espacos fechados e as operagdes
de unido, interse¢do e complemento entre conjuntos, nio teriamos sucesso.
Bom, ja vimos, a unido de sub-espagos nem sempre é um sub-espago, assim
que deveriamos tomar como operagio nio a unifo, mas o processo de tomar o
espaco gerado pela unido e, por complemento, o complemento ortogonal (como
veremos a seguir).Consideremos alguns sub-espagos do R? para constatar que
a lei distributiva da interseg3o relativamente ‘a ‘uniio’ nio vale. Ou seja, con-
sideremos os seguintes sub-espacos (veja a Figura 2.1):

1. X={(x,0): xeR} ("eixoX").
2. Y={(0,y):yeR} ("eixo Y").

3. R={(x,x): xeR} ("retax=y").

Tomemos H como o espago euclidiano R? munido do produto interno
candnico, U, V e W subsepagos definidos respectivamente (e adequadamente)
como correspondendo intuitivamente aos eixos OX, OY e a reta x = y. Nota-
se entdo que X LI(YMZ) =X, ao passo que (XUY)MN(XUZ) = R2. Em outras
palavras, o reticulado dos sub-espagos de R? nio ¢ distributivo.

Esse resultado vale em geral: tomando F como a cole¢do de todos os
sub-espagos fechados de H munido das operag&es indicadas, junto com o sub-
espago trivial trivial e do proprio H, verifica-se que esta estrutura nio é uma

5Uma observagio para os filésofos. E preciso um cuidado aqui, pois pode-se ser
levado a pensar que o nico modo de se encontrar um modelo algébrico para a légica
proposicional classica € apresentar uma algebra de Boole, pois h4 outras estruturas, ou
melhor, certos reticulados, que modelam essa logica igualmente sem serem algebras de
Boole. Ver [PavMeg.99].
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Figura 2.1: Sub-espacos (rays) do R?.

algebra de Boole, mas um reticulado ortomodular (veja o exercicio s.2). Para
mais detalhes, recomendamos [DalGiuGre.o4], [Red.g7], [RonDomFre.16], e
ha varios sites na internet sobre o assunto.

Mas, por que razio costuma-se dizer que a logica da mecanica quantica
ndo € classica? O problema é que nesta disciplina nem todas as propriedades
de uma algebra de Boole vigoram. Vejamos isso com um exemplo.

Consideremos o spin de uma determinada particula, digamos um elétron,
que pode ser avaliada segundo uma direcio determinada. E um fazo da fisica
que o spin de um elétron pode assumir apenas um dentre dois valores, 1/2
ou -1/2 (que vamos denotar simplesmente por + e -). Consequentemente, cha-
mando de 57 o spin do elétron e na dire¢io x, em virtude do que se disse acima,
(s¥f=+)V (s} = -) é verdadeira. Outro fato aceito pala mecinica quintica ¢ o
Principio de Indeterminagio de Heisenberg (para spin), que asserta que o spin
de uma particula nio pode ser medido simultaneamente em duas dire¢des dis-
tintas. Suponha agora que x e y sejam duas diregdes distintas e que obtivemos
s, = + por medicdo. Entio, podemos dizer que

(se = DAy = H)V(s; =)

Mas entio, usando a légica proposicional (em especial, a Lei Distributiva
aA(BVy) o (@AB)V(aAy)), obtemos:
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(Ss=+AS,=+H)V(s,=+ASs =-).

No entanto, qualquer uma dos componentes dessa disjungdo ou ¢é falsa
ou sem sentido, em virtude do que se disse acima. Em outras palavras, a lei
distributiva, uma das mais fundamentais da logica tradicional, ndo valeria no
contexto da mecanica quantica, como sustentaram von Neumann e Birkhoff
e muitos depois deles. Em resumo, o que esses autores verificaram foi que o
reticulado subjacente as proposi¢des da mecanica quantica nio ¢ uma algebra
de Boole, mas um reticulado ortomodular (analise extensa em [DalGiuGre.o4]).

3. Ortogonalidade
Daqui para frente, assumiremos sempre que H é um espago de Hilbert.

Defini¢do 3.1 (Vetores Ortogonais e Ortonormais). Dois vetores @ e 8 de
H sdo ortogonais se (@|8) = 0. Eles sio ortonormais se, além de ortogonais,
sdo unitarios. Por vezes escreveremos @ L 8 para indicar a ortogonalidade, ou
entdo a* para indicar o vetor ortogonal a a.

Exemplo 3.1. O espago R" munido do produto interno candnico ¢ um espago
de Hilbert (exercicio). Os vetores da base canodnica E (veja & pagina 14) sdo
ortonormais relativamente a esse produto interno. Situagio aniloga ocorre
com o C".

Uma base para H formada por vetores ortonormais é uma base ortonor-

mal de H.

Exemplo 3.2 (Séries de Fourier). Considere o espago de Hilbert das fungdes
seccionalmente continuas no intervalo [, 7] da reta real munido do produto
interno

1 T
ey = 1 f Fg(dx.

Uma fungio seccionalmente continua nesse intervalo é uma fungio que é con-
tinua nesse intervalo ou que tem no maximo um ntmero finito de desconti-
nuidades de primeira espécie (se ela é descontinua em um ponto do intervalo,
isso se deve ao fato de que seus limites laterais sio distintos no ponto, mas
existem, contrariamente as fungdes que sio descontinuas de segunda espécie,
como f(x) = tan(x), que nio tem limites laterais em pontos como a = ).
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Verifica-se que as fungbes 1, sinx, cos2x, sin2x, cos2x, etc. s3o vetores
ortonormais relativamente ao produto interno acima. Se f é uma fungio secci-
onalmente continua no intervalo dado, ela é integravel no intervalo e ¢ limite
da série seguinte, que pode ser vista como sua expressdo como combingio li-
near das fung¢Bes ortonormais dadas, a saber,

f(x)=apl +a;sinx+bjcosx+apsin2x+bycos2x+---. (2.7)

O que necessitamos é aprender a calcular os coeficientes, os ‘coeficientes de
Fourier’), o que faremos abaixo no caso geral de um H qualquer. A expressio
(2.7) é dita ser o desenvolvimento de f(x) em série de Fourier.

3.1. Processo de Gram-Schmidt

Denomina-se de Processo de Ortogonalizacio de Gram-Schmidt o seguinte pro-
cedimento para, dada uma base ordenada A = {ay,...,a,} para um espago H,
encontrarmos uma base ordenada ortogonal 8 = {B,...,8,} para H, do se-
guinte modo:

M pr=a

m
_ (@m+11B:)
@) Bm+1 =1 — ) —— i
o laill
Constata-se sem dificuldade que os 8 sdo ortogonais entre si. Para exem-
plificar, mostraremos que B> ¢ ortogonal a 8. Com efeito, lembrando que
B1 = aj, temos que

(aifaz) \ _ _Aailaz)
a1 |2 @) = (@az) a1 |2

Uma vez obtida a base ortogonal 8B, uma base ortonormal é obtida sim-

<51|,32>=<C¥1|a2— (ailar) = 0.

plesmente dividindo-se cada vetor de B pela sua norma, ou seja, obtendo

N = {ﬁ—l b 3
181l 1Bl

O que o Processo de Gram-Schmidt nos garante ¢ que, dada qualquer base,
sempre podemos encontrar uma base ortonormal. Isso é relevante, pois pode-
mos nos ater a essas bases unicamente, como fazemos em mecanica quantica,
onde espagos de Hilbert sdo fundamentais. Vetores unitarios de um espago de
Hilbert H representario os estados dos sistemas fisicos, e certos operadores
(que veremos a frente) representario os observaveis fisicos.
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3.2. Coeficientes de Fourier

O ‘caso geral’ ao qual nos referimos acima no caso do exemplo das séries de
Fourier, trata de encontrarmos as coordenadas de um vetor em uma base orto-
normal. Tais coeficentes sio denominados de coeficientes de Fourier.

Seja A = {aj,...,a,} uma base ortonormal ordenada para um espago de
Hilbert H. Se B é um vetor qualquer desse espago, existem escalares x; (i =
1,...,n), tais que

B=xja)+- -+ X, (2.8)

Ora, sabemos que
(aila ) = 6;j, (2.9)

sendo 6;; o simbolo de Kronecker, logo

(@ilB) = ailxiar + - + xXpan) = xi{@ilar) + - - + xlaili) + - - + xpl@ilan).
Tendo em vista (2.9), resulta que
(@ilB) = x;. (2.10)

Portanto, em (2.g), temos
B= (i) +-+alB)ay = Y (ailer (2.11)

Se os vetores da base A nio fossem ortonormais, mas ortogonais sim-
plesmente, deveriamos dividir cada vetor da base por sua norma, de modo a
torna-los unitarios; assim,

n
(ai|B)
B= ol i (2.12)
i=i
De maneira geral, os coeficientes de Fourier sio portanto
(ailB)
X = , (2.13)
llevill

e sio exatamente esses que devem ser buscados na expressio (2.7), levando em
conta o produto interno e as fungdes envolvidas.
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Exercicio 3.1. Calcule os coeficientes da expressio (2.7).

Exemplo 3.3. Considere os vetores @; = (1,0,1),a; =(0,1,2) e a3 = (-1,1,0)
do R?, visto como espago vetorial real com o produto interno canénico. No-
tamos que eles sio linearmente independentes (exercicio), logo formam uma
base para o espago. Usando o Processo de Gram-Schmidt, vamos encontrar
uma base ortogonal para o mesmo espago, ‘ortogonalizando’ a base acima.
Usando o procedimento indicado acima, fazemos:

B1=a1=(1,0,1)
_ o falBn)
TR
E por fim
_ o AaslB) ,  (as|B2)
Pz o=t e P gy P

Agora, faga cuidadosamente as contas. Mas repare que os vetores 81,032,533
ndo sio ainda ortonormais. Para isso, devera dividir cada um deles pela sua
respectiva norma.

Se vocé prestar atengdo no que est4 ocorrendo, notara o seguinte. Partimos
de um dos vetores, digamos a; (pois fizemos B; ser igual a ele). Em seguida,
obtivemos um vetor ortogonal a ele da seguinte forma: projetamos ortogonal-
mente (isso ficara mais claro a frente, mas sua intui¢do basta) @, sobre ele e
tomamos o vetor diferenga @, menos essa projecio, que é ortogonal a @; (isso
precisa ser demonstrado, mas é facil). Depois, tomamos a3 e projetamos sobre
o sub-espaco gerado pelos dois vetores obtidos, e de novo tomamos a diferenca
@3 menos essa projecio. Projecdes sdo muito importantes e serio consideradas
mais tarde (segio 2).

Exercicio 3.2. Considere a base ortonormal obtida no exemplo precedente.
Expresse o vetor y = (-2,1,2) como combinagio linear dos vetores dessa base
e encontre os coeficientes de Fourier correspondentes.

Exercicio 3.3. Considere no espago £>(N) as chamadas fungées de Kronecker,
definidas assim:

. 1 sek=j
) =
k() {O sek#j
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Mostre que (i) {6kl6¢) = O sempre que k # ¢, logo, o conjunto das fun¢des
de Kronecker é um conjunto ortonormal de vetores; (i) o argumento acima
sobre o Lema de Zorn para mostrar que este conjunto é uma base para o espago
£2(N).

4. A condig¢do de normaliza¢io na teoria quantica

Ja vimos que o espago vetorial £? de todas as fungdes complexas f(x) tomando
valores em R, tais que

f " FRdx < oo,

0

ditas fun¢des ‘quadrado-integraveis’, munido das operagdes usuais de adigdo de
fungdes e de multiplicagdo de funcio por escalar real, e com o produto interno

(flg) = f P80

¢ relevante em mecinica quantica.
Na mecanica quantica de ondas, um sistema de particulas em uma dimen-
sdo tem seus estados descritos por uma fungdo de onda y(x, 1), que satisfaz

f wenPdr= 1. (2.14)

0

Podemos entender (x,7) como pertencente a L2, para ¢ (a coordenada
temporal) fixado, e (2.14) é entio dita condi¢io de normalizacio, ou seja,
[ (x, > = y* (x,0).46(x,1) = 1. Esta condigio esta associada ao papel desempe-
nhado pelo conceito de probabilidade na teoria quintica.® Com efeito, se-
gundo a interpretagdo probabilista da fungio de onda devida a Max Born,
dado um intervalo [a,b] da reta real, a probabilidade de encontrarmos o va-
lor da medida de um observével fisico A medido sobre um sistema no estado
descrito por ¥(x, 1) neste intervalo é precisamente

W(x,t) —
Prob[a’b] A) = L

®Foge aos nossos objetivos discutir aqui o caso da probabilidade em mecinica quin-
tica, que € bastante controverso. Mesmo assim, algumas palavras sobre isso serdo ditas
mais a frente.

W (x, 1) dx.
b]

5
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Mais a frente, veremos o caso de dimens3o finita, ao qual nos restringire-
mos. Os espagos £2 e L2 sio isomorfos.

Digamos que o observavel a ser medido para um sistema composto por
uma particula em um espago de dimensio igual a unidade. Assim, a expressio
simplificada

b
P=f W (x, ) dx (2.15)

designa a probabilidade de encontrar a particula, representada pela fungdo de
onda ¥(x,1) no intervalo [a,b] da reta real.
O valor |y(x,7)|> é denotado

p(x,1) (2.16)

e denominado na forma de uma func¢io é denotada de funcio de densidade
de probabilidade, ou funcio de probabilidades. Informalmente, ela esta nos
¢
dando, para cada x e 7, uma medida de como a probabilidade, fornecida pelo
p p p
quadrado da fungio ¢ se distribui em torno do ponto x. Na mecanica quantica,
jamais temos uma particula localizada em um ponto, como assumimos ser
possivel na fisica classica, mas temos somente uma probabilidade de ela estar
nas cercanias do ponto, o que é dado pela fungdo mencionada. E assim que
devemos ‘ler’ o resultado do exemplo a seguir.
p gu

Exemplo 4.1. Suponha (para 7 fixo), que p(x) = 1/x?. A probabilidade de en-
contrarmos a particula em [1,2], é dada por

X

2
—12
pzf 1/x2dx=—1=0,5.
1

Obviamente, se aumentarmos o tamanho do intervalo, por exemplo to-
mando [1,3], a probabilidade sera maior (dando 0,67), pois sera ainda mais
provavel encontrar a particula dentro de um intervalo maior. Se integrarmos
sobre a reta toda (de —co a +00), a probabilidade dara 1.7

Voltaremos a essa e outras questdes ‘quanticas’ mais tarde.

7Para alunos de filosofia, ha sites que fornecem uma calculadora para a integral

definida.
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s. A notagdo de Dirac

Paul Dirac (1902-1984), notavel fisico britanico, Prémio Nobel de fisica em
1933, introduziu uma notagio extremamente sugestiva e util para o desenvol-
vimento do formalismo da MQ. Primeiramente, devemos saber que em inglés,
os limitadores ( e ) sio chamados de brackets, e note que sio eles que utilizamos
para representar o produto interno de dois vetores, escrevendo (@|8). Dirac se-
parou as duas partes, obtendo (a| e |8). Os segundos representam vetores, e
sio chamados de kets; os primeiros representam operadores (certas fungdes
que associam vetores a vetores que veremos no proximo capitulo), os bras. As-
sim, uma expressio como (a|B) pode ser vista tanto como o produto interno
entre os vetores @ e 8 como a agdo (imagem) do vetor |8) pelo operador (de um
tipo especial, chamado de funcional linear, dos quais falaremos no préximo
capitulo) {al, ou seja,?

(@B = ¢el(1B).

No capitulo que segue, faremos uso desta notagdo, e outras explicagBes
serdo dadas.

8Repare que no segundo membro estamos utilizando uma notagdo comum para
fungdes, como quando escrevemos f(x), s6 que aqui f é (a| e x é |B).
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PERADORES LINEARES so particularmente importantes no formalismo
da mecanica quantica. Alguns operadores (os auto-adjuntos, ou her-
mitianos) representario os observaveis fisicos. Iniciaremos com um

caso mais geral, o das transformagdes lineares, ou homomorfismos entre espa-
gos vetoriais. Operadores lineares sdo casos especiais de transformagdes linea-
res: sdo transformagdes lineares de um espago nele mesmo.

Defini¢io o.1 (Transformagio linear). Uma transformagio linear, ou homo-
morfismo de um espago vetorial V em um espago vetorial ‘W, ambos sobre
um mesmo corpo K, é uma aplicagio T : V + W tal que, para todos @, € V
ea €K, se tenha que

1. T(a@+B) =T()+T(P)
2. T(aa) = aT (a).

As condigdes 1 € 2 sio chamadas de condigdes de linearidade. Podemos
substituir 1 e 2 por uma s6 condigio, a seguinte, para b também em K:

T(aa+bB) = aT (@) +bT (B).
Notagdo Muitas vezes escreveremos simplesmente T'a em vez de T(a), prin-
cipalmente quando estivermos usando os kets de Dirac.

Definigdo o.2 (Operador linear). Um operador linear sobre um espago veto-
rial V é uma transformagio linear de V em V.
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Exemplo o.1. A aplicagio T : R? = R? definida por T(x,y) = (x +y,—x+2y) é
um operador linear sobre o R?, como facilmente se verifica.

Exemplo o.2. Considere o espago vetorial das fungdes diferenciaveis em um
intervalo [a,b] CR. A aplicagio D definida por

df(x)
dx

¢ um operador linear sobre o espago referido.

D(f(x)) =

Exemplo o.3. Considere o espago vetorial das matrizes complexas de ordem
2 x 1 munido das operagdes usuais de adigio de matrizes e de multiplicagdo
de matriz por nimero complexo. A fungio T definida abaixo é um operador
linear sobre este espago:

()= )

O leitor deve recordar que o produto de matrizes é o produto ‘linha por
coluna’. Assim, no produto do segundo membro, multiplicamos a primeira
linha da matriz 2 x 2 como se ela fosse um vetor pela coluna que lhe segue de
acordo com o produto interno candnico, dando como resultado o primeiro
elemento de uma matriz 2 x 1. O segundo elemento é obtido multiplicando-se
do mesmo modo a segunda linha pelo vetor. O resultado é

T x\ [ @+dx—iy
z ) Uix+(1+i)y
que podemos escrever, face ao isomorfismo entre o espago das matrizes com-
plexas 2x 1 e 1 X2 como'’

T(x.y) = (2x+(x=y)i,y+ (x+)i).

Notagdo Em fisica quintica, os fisicos distinguem (acertadamente) entre os
observaveis fisicos, como massa, spin, carga elétrica, momento, etc. e os opera-
dores que os representam, mudando um pouco a notagio: se O é um observavel
fisico, como o spin de uma particula, entio O é o operador que o representa.
No momento, nio faremos essa distingio.

"Na verdade, rigorosamente falando, os operadores nio seriam os mesmos, ja que
atuam sobre espagos vetoriais distintos, mas isso é um detalhe que nio importa mate-
maticamente: o isomorfismo nos d4 muitas vantagens.
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1. Representagdo matricial

Nesta se¢do, utilizaremos a notagio de Dirac, para que o leitor v4 se acostu-
mando a ela assim como com a notagdo que ira sendo introduzida. Seja V
espago de dimens3o finita n sobre K (real ou complexo), e seja A = {|a;)} uma
base ordenada para V.> Se T é um operador linear sobre V ¢ |8) € V, podemos
escrever |8) como combinagio linear dos vetores da base, ou seja, ha escalares
X1,...,X, tais que

18) = xtla) + -+ + xulan). (3.1)

A transformada de |B) pelo operador 7, sendo vetor de V, pode também
ser escrito como combinagio linear dos vetores da base, ou seja, escrevendo,
conforme nossa notagio feita acima, T'|y) para T(|y)),

TIBy = yilan)+ -+l = Y vjla)). (3.2)
j=1

Conheceremos T se soubermos como encontrar, dados os x; (as coordena-
das de |8) na base), os escalares y; (as coordenadas de T'|B).
A partir a combinagio linear (3.2), obtemos

TIBY = T(xilr) + -+ + Xalan)),
ou seja, pela linearidade de 7,
TIB) =xiTlar) + -+ x,Tlap).

em notagdo mais cobmoda,

n

T = ) xiTlay). (3.3)

i=1

Por sua vez, as transformadas T'(|;)) dos vetores da base podem ser escritos
como combinagdes lineares dos vetores da propria base, ou seja,

*Note que estamos simplificando a escrita, escrevendo {lo;)} em vez de
{la1),|@2),...,lan)}. Obviamente, i = 1,...,n, o que ficara implicito.
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Tlay) = anlar) +aplex) +--+aplan) = L'y ajla;)
Tlaz) = azilar) + anle2) + -+ axlan) = L'y azjlaj)

T|ay) = apilay) + applaz) + -+ +apylay) = Z?:] anj|a'j>

Ou simplesmente,

n
Tla;) = Zaijlaj>, i=1,...,n (3-4)

=
Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos

n n

T|B) = inzaij|aj>~ (3-5)

=1 j=1

ou seja, rearranjando os somatorios,
n n
T|B) = Zzaijxi|a'j>- (3.6)
=1 =1
Igualando os coeficientes de (3.2) e (3.6), obtemos

n

yjzzaijx,», j=1,....n (3-7)
i=1

Em notagdo matricial, temos

Y1 ar azi anl X1
2 aipp dxp o dp2 X2
Yn aijp d2p -+ dpp Xn

A matrix A = [a;;] dos coeficientes das combinagdes lineares acima age
como se fosse o operador, permitindo que, dadas as coordenadas xi,...,x, de
um vetor numa base ordenada, encontremos as coordenadas yy,...,y, de sua
transformada na mesma base.
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A matrix A = [a;;] chama-se matriz representativa do operador T na base
A, denotada [T]4. Temos entdo que

(T(@)5 = [Tlalelk. (3.9)

Ou seja, a matriz [T] 4, agindo sobre a matriz das coordenadas do vetor «
na base A, a saber, [a]# (tomada transposta para que o produto seja possivel),
fornece a matriz das coordenadas na mesma base da transformada do vetor
pelo operador, [T(@)]x.

Regra pratica Para achar a matriz representativa de um operador 7 em uma
base finita {|e;)}, proceda como segue:
1. Transforme os vetores da base usando T

2. Escreva as transformadas como combinagdes lineares dos vetores da mesma
base.

3. Ache os coeficientes (o que pode fazer resolvendo sistemas de equag3es
lineares)

4. A matriz é formada por esses coeficientes colocados como colunas.

Exemplo 1.1. Consideremos o operador T'(x,y) = (x+y,—x+2y) sobre o R? e
a base ordenada A ={(1,2),(~1,1)}. Seguiremos os passos indicados acima.

T(1,2)=(3,3)=a11(1,2)+an(-1,1)
T(-1,1)=(0,3) =az1(1,2) + axn(-1,1)

Os sistemas lineares indicam que aj; =2, aj2 = -1, az; = 1 e azp = 1. Assim,
2 1
T =
(T1a ( 1 )

A seguinte notagio ¢ ttil, quando {|@;)} for uma base ortonormal de V.
Neste caso, tomemos novamente as expressdes (3.4). Observamos que

Tla;) = ajilar) +aplaz) + -+ aipla,)

Fagamos agora o produto interno (;|T|e;), que devido ao fato de que
(@il j) = 6;j, obtemos
(@ilTla;) = aii.
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Isso mostra que a matriz representativa de T na base ortonormal {|;)}
pode ser escrita (esta matriz aparecerd novamente na se¢io 1)

(a1|Tlay) (ailTlaz) -+ (alTlay)
(|Tla) (aoTlaz) -+ {aolTlan)

[T]a= : (3.9)
(aplTlay) (aplTlaz) -+ (anlTlay)

A partir dessa matriz, definimos o trago do operador T como a soma dos
elementos da diagonal principal da matrix acima, ou seja,

Te(T) = ) (il ). (3.10)
i=1

Em mecanica quantica, a expressio (@|T|e) é de grande importancia. Como
veremos na se¢do (2), a notagdo {@| denotara uma certa transformagio linear
(dita funcional linear) e entdo (@|T|a;) pode ser visto como um abreviagio da
imagem do vetor T'|;) pelo funcional linear (@|. A expressdo ainda indica o va-
lor esperado (um conceito estatistico) da medida do observavel representado
por T para o sistema fisico no estado |e), denotado (7)), como veremos na
sec¢do I.

1.1. O espago dos operadores

Seja & = (V,K,+,) um espago vetorial e consideremos a colecio de todos os
operadores lineares sobre &. Dados dois de tais operadores, U e T, definamos
as operagles seguintes:

U+T)a)=U@)+T(a),

(kT)(@) = kT (a),

para k escalar.
E claro que, munido dessas operagdes, temos um espago vetorial sobre K,
que denotaremos por £(E) (ou por L(V)).? Deste modo, as vezes escreveremos

30 leitor deve lembrar da convengio que fizemos anteriormente, de chamar indis-
tintamente o espago vetorial de &, quando entdo nos referimos a estrutura, ou de V,
fazendo referéncia ao conjunto de vetores.
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T € L&) (ouT € L(V)) para indicar que T é um operador linear sobre & (sobre
V).

Pode-se desenvolver o estudo deste espago e mostrar, por exemplo, que se
V tem dimensio n, entio L(V) tem dimensio n®.+
Este espago ¢ interessante porque podemos considerar uma operagio de

produto de ‘vetores’ (operadores), definida do seguinte modo:
(T-U)e) :=T(U(@)).

Abreviaremos T - U por TU. Na verdade, nio ha nenhum mistério nisso:
trata-se da conhecida operagio de composicio de fungdes.

Definigio 1.1. Um operador linear T sobre V ¢ inversivel se existe um ope-
rador T~! sobre V tal que T~!T = TT~! = I, sendo I o operador identidade.

Neste caso, 77! é chamado de inverso de 7. Como T é em particular uma
fung¢do, uma condi¢io necessaria e suficiente para T ser inversivel é que seja
bijetivo. Depois veremos outra condigdo.’

E agora ficil constatar que o conjunto de todos os operadores lineares
inversiveis sobre V munido do produto de operadores é um grupo nio comu-
tativo (exercicio).

Definigio 1.2 (Ntcleo). Seja T € L(V). Chama-se nuicleo (em inglés, kernel)
de T ao conjunto de vetores de V cujas transformadas sio o vetor nulo, ou

seja,
Ker(T) :={a €V :T(a) =0}

Repare que Ker(T) nunca é vazio, porque pelo menos O € Ker(T). Vocé é
capaz de provar isso?® A questio ¢ saber o que acontece quando o ntcleo tem
somente o vetor nulo. Os teoremas abaixo esclarecem a pergunta.

Teorema 1.1. O niicleo de T é um sub-espago de V.

Demonstragdo. Pelo teorema 3.1, basta mostrar que se dois vetores pertencem
a0 nucleo, sua soma e o seu produto por escalar também pertencem. Faga isso
como exercicio. O

4Um modo de entender isso, ainda que nio seja uma demonstragio, é o fato de que
qualquer matriz de um operador T sobre V serd n xn, ou seja, terd n* elementos.

5 A saber, o nicleo de T, Ker(T), contém somente o vetor nulo.

Dica: lembre que O = 0T(a) para todo a. Assim, pela linearidade de T, segue-se
que O =0T (@) = T(0) = T(O). Logo O € Ker(T).
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Lembrando que um operador linear T’ sobre um espago V é uma fungio,
podemos falar na imagem de T, a saber, o conjunto

Img(T) :={BeV:IHaecV)AT(a)=p)}.
Exercicio 1.1. Mostre que Img(T) é um sub-espago de V.

O seguinte resultado sera util nas demonstragdes a seguir.

Teorema 1.2. Um operador linear T € L(V) € injetivo se e somente se Ker(T) =

{O).

Demonstragio. Se T é injetivo e @ # O, entdo T(a) # T(O) = O, logo Ker(T) =
{O}. Reciprocamente, suponha que Ker(T) = {O}. Ora, para quaisquer « e S,
T(e@) = T(B) equivale a T(a) —T(B) = T(a—p) = O. Assim, dada a hipdtese,
T(e) = T(B) se e somente se @ =, logo T ¢ injetivo. O

Daqui para a frente, usaremos o fato estabelecido por este teorema livre-
mente.

Teorema 1.3 (Teorema do Nucleo e da Imagem). Se T € L(V), entdo
dim(Ker(T)) + dim(lmg(T)) = dim(V).

Demonstragdo. Seja A = {aj,...,ax} uma base para o ntcleo de 7. Se k =
n, o resultado ¢ imediato, porque o nicleo consistiria de todo o espago (ou
seja, todos os vetores seriam levados por T no vetor nulo), e a dimensio da
imagem, que conteria unicamente o vetor nulo, seria zero (lembre que uma
base para o espago trivial € o conjunto vazio, que nfo tem elementos). Mas
se k < n, entdo existem (pelo teorema 4.3) vetores @i+1,...,a, de forma que
B={ay,...,Q, U+1,...,@,} ¢ uma base para V. Bastara portanto provar que
C = {T(@+1),---,T(ay)} é uma base para a imagem de 7. Ora, C gera a ima-
gem de T, pois dado um vetor qualquer 8 na imagem, existe um vetor @ em
V tal que 8 =T (@), Como ¢ @ = xj@] + -+ + x,a, para adequados x;j, vem que
B=x1T(a)+ - +xi T (ap)+xia T (1) +- -+ x,T(ap), ecomo parai=1,...,k
tem-se que T'(a;) = O, resulta o que se quer. Resta mostrar que os vetores de C
s3o linearmente independentes. Para tanto, suponha que

n n

Z C,‘T(CYZ') =0 ou T( Z CiO/,‘) = O,

i=k+1 i=k+1
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n ’ .
0 que mostra que Y., , c;a; pertence ao nicleo. Logo, existem escalares que
. . e ,
permitem exprimi-lo como combinacio linear dos vetores da base A do nu-
cleo, os quais designaremos por y,...,y. Portanto, temos que

n k
S =S v
i=1

i=k+1

ou seja,
n

k

Z)&'aﬁ— Z i = O,

i= i=k+1
que é uma combinagio linear nula de vetores da base V que, por fazerem
parte de uma base, s3o linearmente independentes. Logo os coeficientes dessa
combinagio linear devem ser todos nulos, e em particular sdo nulos os yj, o
que fornece o que se quer. Assim, a dimensio da imagem de T é n—k e tem-se
o teorema. O

Teorema 1.4. T € L(V) é inversivel se e somente se Ker(T) = {O}.

A demonstragio deste teorema é consequéncia imediata (0s matematicos
chamam a uma consequéncia imediata de um teorema de Corolario do teo-
rema) do seguinte resultado, cuja demonstragio usa o teorema do nticleo e da
imagem.

Teorema 1.5. Seja T € L(V). Entdo as seguintes afirmativas sdo equivalentes:
1. T éinversivel
2. T éinjetiva
3. T ésobrejetiva

Demonstragio. Repare que as equivaléncias nio valem para fungbes em geral,
pois ha fung¢des injetivas que nio sio sobrejetivas e vive-versa. Mas, no caso
de operadores, elas se equivalem. A demonstragdo consiste em um ciclo de
implicagBes (Bar.76, p.112]). Se T ¢é inversivel, é injetiva e sobrejetiva. Logo
1 implica 2 e 3. Se T ¢é injetiva, Ker(T') = {O} (Teorema acima)’ e portanto a

7Sabemos que o vetor nulo se transforma no vetor nulo. Se mais algum além dele
também se transformasse no vetor nulo, T n3o poderia ser injetiva, que € a hipotese.
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dimensio da imagem de T ¢ igual a dimensio de V (pelo teorema do nicleo
e da imagem). Mas isso mostra que T ¢ sobrejetiva, pois a imagem coincidira
com todo o espago. Agora mostraremos que 3 implica 2. Com efeito, se T
¢ sobrejetiva, entfo sua imagem é todo o espago e, de novo pelo teorema do
nucleo e da imagem, vem que a dimensdo de seu nucleo tem que ser zero,
ou seja, o nucleo contém somente o vetor nulo. Assim, para quaisquer @ e 3,
T(a) =T(B) =0, o que equivale a T(@—-B) = O = T(O), o que acarreta a = 3.8
Finalmente, provamos que 2 implica 1. De fato, como 2 equivale a 3, sendo T
injetiva, é sobrejetiva, e portanto bijetiva, logo inversivel. mi

1.2. O comutador

Definig¢io 1.3 (Operadores que comutam). Dois operadores T e U sobre V
comutamse TU = UT.

Escrevemos [T, U] (dito comutador de T e U) para denotar a diferenca
TU-UT, ou seja,
[T,U]:=TU-UT G.11)

Claro que quando T e U comutam, seu comutador é nulo. Propriedades
importantes s3o as seguintes, aqui s6 enunciadas:

Teorema 1.6. O comutador obedece as seguintes propriedades, para quaisquer
operadores A, B,C:

1. [A,B]=-[B,A], ou [A,B]+[B,A] =0
2. [A,A]1=0

3. [A,B+C]=[A,B]+[A,C]

4. [A+B,C]1=[A,C]+[B.C]

5. [AB,C]=[A,C]B+A[B,C]

6. [A,BC]=[A,B]-C+B-[A,C]

7. [A,[B,CI1+[C,[A,B]]+[B,[C,All = O

8Lembre que podemos expressar que uma fungdo f ¢ injetiva de dois modos equiva-
lentes (um ¢é a contrapositiva do outro): f(x) = f(y) > x=youx#y — f(x) # f().
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Demonstracdo. Exercicio. ]

Fato relevante em fisica € o seguinte. Como ja dito, os observaveis fisi-
cos sio representados no formalismo quantico por certos operadores, a sa-
ber, aqueles que sio denominados de auto-adjuntos, ou hermitianos.® In-
tuitivamente, um observavel fisico ¢ algo que pode ser medido. Na fisica clas-
sica, assume-se que quaisquer dois observaveis podem ‘ser medidos a0 mesmo
tempo’, ou seja, podem ter seus valores avaliados numa mesma situagio fisica
no mesmo instante. J4 na fisica quantica, isso ndo ocorre, 0 que representa
um fato distintivo desta disciplina. Porém, quando dois operadores que repre-
sentam observaveis comutam, isso indica que os observaveis correspondentes
podem ser medidos simultaneamente. O resultado abaixo, que pode ser estabe-
lecido no contexto da fisica quantica, mostra que isso nio acontece com dois
observéveis basicos (dentre outros), a posi¢do e 0 momento. Ou seja,

Se X é um operador que representa a posi¢io de um sistema fisico (como
uma particula elementar) e P representa o seu momento, entdo temos:

1. [X,X]=0
2. [PRLP1=0
3. [X,P]=i-hl,

onde, nesta tltima relago, i é a unidade complexa e i = %{, sendo & a constante
de Planck, e I o operador identidade. Os textos de fisica em geral omitem o
operador identidade, escrevendo simplesmente [X, P] = i -7, mas o leitor deve
atentar para que isto ¢ apenas um abuso de linguagem. Faremos o mesmo mais
a frente (segdo 2). Isso vai desempenhar um papel importante na fisica quan-
tica. Esta relagio foi introduzida por W. Heisenberg. Ela esta dizendo que os
operadores de posi¢do e de momento nio comutam, ou seja, nio podem ser
medidos simultaneamente. Este ¢ um dos mais tipicos fatos que caracterizam
a mecanica quantica. Na fisica classica, assume-se que todos os observaveis po-
dem ter valores simultaneamente; se nio conhecemos seus valores, isso de deve
a uma limitagio epistemoldgica.

9N3o faremos aqui a distingdo entre esses operadores, que precisa ser feita em certos
contextos. Assim, usaremos esses dois termos como sinénimos, exceto se for explicita-
mente mencionado o contrario.
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Mais a frente (sedo 2), faremos uma aplicagdo do conceito de comutador,
mostrando como ele se relaciona com uma formulagio do Principio de Inde-
terminagdo de Heisenberg..

2. Funcionais Lineares

Um caso especialmente importante de transformagdes linerares é o seguinte.
Seja V um espago vetorial com produto interno sobre K = (K, +,-,0,1). Como
ja vimos, podemos considerar K como um espago vetorial sobre si mesmo (ou
seja, considerar o espago vetorial que identifica os vetores com os escalares, a
adi¢do de vetores com a adi¢io de vetores e a multiplicagdo de vetor por escalar
com o produto de escalares). Temos ento a

Definigio 2.1 (Funcional linear). Um funcional linear é uma transformagio
linear f de V em K (visto como espago vetorial sobre si mesmo).

Ou seja, trata-se de uma fungio linear que associa um escalar a cada ve-
tor do espago. Usaremos letras latinas mintsculas como f, g,h para indicar os
funcionais.

Exemplo 2.1. Consideremos o espago R". Para cada @ = (x1,...,%;,...,X,),
definimos a fungio projecdo sobre a i-ésima coordenada,

J(X1y ooy Xiye oy Xn) = X
¢é um funcional linear sobre R”.

Exemplo 2.2. Seja A matriz nxn sobre o corpo K. Entio a fungio trago, (a
qual re-encontraremos na se¢do 4) que associa a cada matriz quadrada a soma
dos elementos de sua diagonal principal, ¢ um funcional linear sobre o espago
das matrizes n X n sobre K.

Defini¢do 2.2. Um operador linear (em particular, um funcional linear f )
T € L(V) é continuo em um ponto'® @ € V se para cada &£ > 0 existe um § > 0
(que depende do &) tal que |T(B) — T(@)| < & sempre que |3—a| < 6. O operador
€ continuo se for continuo em todos os pontos (vetores) de V. O operador €
limitado se para cada natural n > 0 ha uma constante C tal que ||T(@)|| < Clle/|
para todos a € V.

oPonto’ aqui ¢ sindnimo de ‘vetor’. Trata-se de uma terminologia que vem de outras
partes da matematica, que manteremos.



60 3. Operadores Lineares

Teorema 2.1. (i) Se um operador (funcional) linear é continuo em um ponto, é
continuo em todos. (ii) Um operador (funcional) linear é continuo se e somente se
¢ limitado.™"

Um caso de particular interesse é o seguinte funcional linear, suposto con-
tinuo sobre um espago de dimensio finita. Para cada vetor « de V, associamos
o escalar (@|B), para 8 um vetor fixo de V. Ou seja, temos

Jp(@) = (Bla).

Exemplo 2.3. Mostre que a aplicagio recém definida ¢ de fato linear.

O teorema a seguir consiste na reciproca do fato anterior, que vale se o
espago for de dimensio finita.

Teorema 2.2 (Teorema de representagio de Riesz). Para todo funcional linear
f sobre um espago vetorial V de dimensio finita, existe um sinico vetor 3 tal que,
para todo a, tem-se

fl@) = Bla).

Demonstragdo. Suponha que A = {a1,...,a,} é uma base ortonormal para o
espago em questdo. Definimos 8 = 3, ci; como candidato a ser o tal vetor do
qual fala o teorema. Entdo devemos ter

f@p = @Blaj)=( ) ciailay) = 3 ey = ]

l l

porque a base é ortonormal. Portanto,

B=D f* (.12)

Provaremos agora que o tal vetor 8 realmente faz o que dele se espera.
Defina-se o funcional fz do seguinte modo: fz(a) = (Bla). Entio temos (le-
vando em conta a equagio 3.12)

foy = Blayy = f@lej) = fle).

i

"'A demonstragio deste fato, para o caso geral, faz uso do Axioma da Escolha.
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Quanto a unicidade, suponha que y ¢é tal que (Bla) = (yla) (chame esta
igualdade de (1)), para todo @. Entdo, pondo @ =y -, temos

=By=B)=(ry) = (Bm)+ (BB - 18)) = 0.

Com efeito, como a igualdade (1) deve valer para qualquer @, valerd em
particular para § e y, portanto as diferengas entre os parénteses dio zero. O

O teorema de Riesz é uma das razdes pelas quais a notagio de Dirac é
relevante. Note bem o significado deste teorema. O vetor B de certo modo
caracteriza o funcional linear f (o espago tem que ser de dimensdo finita);
para cada @, a imagem de @ por f é determinada a partir de § efetuando-se o
produto interno {Bla) (recorde que a imagem de um vetor por um funcional ¢
um escalar). Pelo Teorema de Riez, que isso sempre ocorre para cada funcional
T, e que tal B é Gnico para cada f. Por isso Dirac usou a notagio usando
bras para expressar esse funcional, (8. De maneira geral, (3], (y| etc. denotam
funcionais linerares Tg, T, etc.. Assim, insistimos mais uma vez: a notagio
(Blay pode significar duas coisas: o produto interno dos vetores |8) € |a) ou a
imagem do vetor |@) pelo funcional (8|. Genial, nio?

A notagio de Dirac é bem conveniente. Vejamos mais um exemplo. Su-
ponha que desejamos conhecer a imagem do vetor |2 — 1,4,3) pelo funcional
(1-1,2+2i,-1|, considerando espagos complexos. Ora, pelo que se viu, basta
acharmos

<1—i,2+2i,—1’2—i,i,3>,

ou seja,
(1=-D*-Q2-D)+Q2+2)*-()+(=D)*-3,

e vocé pode facilmente prosseguir dai. Mais sobre isso abaixo.

3. O espaco dual

O conjunto de todos os funcionais lineares sobre V, munido das operagdes de
adi¢do de fungbes e de multiplicagio de fungio por escalar é um espago vetorial
sobre 0 mesmo corpo, denominado de espago dual de V, denotado V*, que
tem a mesma dimensio que este espago. Pode-se mostrar que o dual do dual de
V, isto é, V**, éigual a V.

Exercicio 3.1. Mostre que dim(V*) = dim(V).
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A solugio do exercicio segue imediatamente do fato de que se V tem di-
mensio finita, entio dim(L(V)) = dim(V). Vocé saberia demonstrar isso pri-
meiro?

A notagdo matricial é Gtil também aqui. Tomemos um exemplo simples,
sobre C2. Sabemos pelo teorema de Riez que cada funcional f pode ser deter-
minado por um vetor, digamos 8 = (4 —i,2 — 3i). Assim, para @ = (1+i,2-1),
F@) = Bla)y = G—i)*(1+i)+ (2 =3)* (2= i) = 4+i)(1 +i)+ (2+30)2—i). Ora,
podemos representar este produto interno da seguinte forma, usando o pro-
duto matricial (linha por coluna):

Bl = (4+i,2+3i)~( b )
2—i

Deste modo, os bras serio algumas vezes como matrizes linha, e os vetores
do espago como vetores coluna.

Podemos entio fazer a seguinte associagio, bem Gtil em mecanica quantica.
A cada ket (vetor) @) de V, associamos um bra (funcional linear) (a| em V*,
de forma que podemos pensar e, operagdes como na correspondente adigio de
bras (@] + (B e na multiplicagio z.|&) como sugerindo uma analoga no espago
dos funcionais. Mas aqui é preciso cuidado. O bra correspondente ndo serd
z.{@| devido as propriedades do complexo conjugado, mas z*(a|.

Por exemplo, se

ai

ax
lay=| . |.

an

entdo o bra correspondente seria
(| =(aTa5...a)).
Assim, sendo |B) = (x1,x2,...,X,) € [@) = (V1,¥2,...,¥n), podemos escrever
n
Blay = (X1, 55, s Xy V1 Y20 s V) = in*yj.
i=1

Ou seja, se os vetores sdo representados como colunas, os funcionais sio
representados como linhas, resultando
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V1

» 1
Blay = (xTx5...xp)- o= le-*yj,
: i=1

Yn

que ¢ o produto interno canoénico.

. Digressiao ‘quantica’: spin
4

Com a finalidade de motivar o estudo que vem sendo realizado, vamos dizer
alguma coisa sobre a mecanica quantica de forma a utilizar alguns dos conceitos
que estdo sendo vistos.

No inicio do desenvolvimento dessa teoria, na década de 1920, havia um
problema de se justificar porque o numero de elétrons em um orbital com-
pleto deveria ser um certo valor e nio outro que parecia mais evidente.’”
Conheciam-se trés ‘nimeros quanticos’, mas para dar uma justificativa, Wolf-
gang Pauli (1900-1958) postulou por volta de 1925 a existéncia de um quarto
ndmero a ser atribuido aos elétrons em um 4tomo a fim de determinar a po-
sigio (niveis de energia) dos elétrons no dtomo. Este ntimero, segundo Pauli,
deveria assumir unicamente dois valores possiveis, mas no se sabia ao certo
porque quatro niimeros eram necessarios. Ainda em 1925, dois jovens (Pauli
também era jovem: nasceu em 1900) estudantes holandeses de pds-graduagio,
Samuel Goudsmit (1902-1972) e George Uhlenbeck (1900-198g) constataram
que este ‘quarto nimero’ ndo deveria ser considerado como mais um nimero
quantico, mas como uma caracteristica (propriedade) intrinseca dos elétrons,
a qual denominaram de spin. Como comenta Kumar [Kum.o9, p.169], trata-se
de um nome infeliz, porque pode ser associado a0 movimento de rotagio (spi-
ning) dos objetos, enquanto que o conceito de spin era algo puramente tedrico
que resolvia alguns problemas da fisica de entio. Os dois valores do spin que
podem ser assumidos sdo sempre relativos a uma dada dire¢io e, na diregio
dada, digamos a do eixo z de um sistema de coordenadas cartesianas ortogo-
nais no R3, denominam-se UP e DOWN. Como comentam Susskind e Fried-
man, “[i]Jngenuamente, o spin pode ser representado por uma pequena flecha

2Para a histéria deste caso, ver [Kum.og, pp.167ss].
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que aponta para alguma dire¢do,"? mas esta analogia é demasiadamente classica
para representar acuradamente a situagdo real. O spin de um elétron diz res-
peito a quanto um sistema pode ser mecanico-quantico, e qualquer tentativa
de visualiza-lo classicamente, erroneamente considerara este fato" [SusFri.14,
p-3]. Com efeito, Pauli ja havia antecipado que o seu ‘novo niimero quantico’
“ndo pode ser descrito de um ponto de vista classico” (cf. [Kum.og, p.171].

Utilizaremos o nosso ‘formalismo’ para representar o spin, e vamos fazer
isso seguindo [SusFri.14, cap.2], livro que recomendamos para uma iniciagdo
a fisica quantica. Usaremos vetores em um espago de Hilbert adequado, e usa-
remos livremente a notagio bra-ket vista acima. Vamos rotular os estados do
spin (UP ou DOWN) ao longo dos trés eixos cartesianos ortogonais X,y e z.
Denominaremos de A o aparato que mede o spin de um sistema fisico, e re-
presentaremos os estados UP e DOWN que podem ser assumidos pelos kets
lu) e |d) respectivamente. Ademais, tais valores de spin sdo escritos o, = +1
ou o, = —1, sendo o algo que representa a quantidade fisica sendo avaliada.
Quando o aparelho ¢ orientado na diregio z e a sua medida resulta +1, dize-
mos que o estado |u) foi preparado para ser observado; isso tem a ver com o
modo pelo qual os fisicos se expressam. Nio importa muito aqui.

Para facilitar o entendimento, vamos chamar os up e down de uma outra
dire¢do x de RIGHT e LEFT respectivamente; assim, se o aparato for orien-
tado na diregio x e a medida registra o valor o, = —1, dizemos que o estado
|I) ¢ que foi preparado. Analogamente, ao longo do eixo y, vamos assumir que
os estados que podem ser preparados sio |in) e |o), para IN e OUT respec-
tivamente. Se fossemos desenhar trés eixos ortogonais, o eixo y é que estaria
‘saindo ou entrando’ na folha de papel. Como dizem Susskind e Friedman,
“[ylou get the idea"[SusFri.14, p.37].

Supde-se ademais que ndo hi mais nada para ser conhecido a respeito do
spin nessas direcdes, ou seja, que ndo hd outras ‘variaveis ocultas’ (bidden
variables), assim que o espago dos estados sera bi-dimensional, e o que importa
€ que as bases escolhidas devem ser ortonormais.

Seja |a) um estado (vetor) arbitrario, que pode representar qualquer es-
tado de spin, preparado da maneira como quisermos. Escolhendo Z = {|u), |d)}
como base, e constando que ela é ortonormal, podemos escrever, lembrando

3[De fato, nos livros de fisica é comum utilizar-se da notagio ) e || ) para represent-

los.]
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que o espago ¢ o espago complexo C?

la) = aylu) + aqld), (3.13)

e sabemos que (coeficientes de Fourier) a, = (ula) e a4 = (d|e). Importante
observar que as quantidades a*.a, = |a,|* e ay.aq = lag/*> tém a seguinte inter-
pretagdo no formalismo quantico (para constatar este fato, ha que se conhecer
os axiomas da mecanica quantica nio-relativista), supondo-se que o sistema fot
preparado no estado |@) e o aparato foi orientado ao longo do eixo z, a quan-
tidade (veja que é um ndmero real) a}.a, = |a,|* é a probabilidade de que,
quando medirmos o spin, encontremos o valor o, = +1, isto ¢, seja UP ao
longo da direcio z. O mesmo se da com a;.ag, que é a probabilidade de que
obtenha-se DOWN ao longo de z.

Perceba algo fundamental: nada é dito sobre o valor do spin na direcio z
antes da medicio. Isso é caracteristico da interpretagdo dominante da mecanica
quintica (dita Interpretagio de Copenhague) e de suas variantes. E somente
apds a medigdo que podemos saber o valor do spin; antes, o vetor |@) pode nos
fornecer unicamente potencialidades (termo que Heisenberg gostava de empre-
gar) desses valores, mas nunca valores atuais.

O fato da base Z ser ortogonal (todo conjunto ortonormal de vetores é or-
togonal) nos diz que estados (representados por vetores) ortogonais sio fisicamente
distintos e mutuamente exclusivos. Se o spin (ou qualquer outra quantidade) esta
em um desses estados (digamos, UP), ndo pode estar no outro estado: a proba-
bilidade disso acontecer é zero! [SusFri. 14, p.40]. Uma observagdo importante
feita por esses dois autores ¢é a seguinte (id.ibid.): as dire¢Ses UP e DOWN #ndo
sdo diregBes ortogonais no espago.

Todas essas hipdteses nos conduzem ao fato de que

a¥-ay+a}-ag =la,f +lagd* =1,

0 que é equivalente a dizer que |@) (da expressdo 3.13) tem norma igual a 1 (¢
unitario), vindo entdo um dos postulados da mecanica quantica nio-relativista,
como frequentemente formulado:

O estado de um sistema quantico é representado por um vetor unitd-
ri0 em um adequado espaco de Hilbert, gue é o espago de seus estados
- lembre que mitltiplos escalares desses vetores representam o mesmo
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estado, assim que os estados sdo na verdade dados por rays - e os gua-
drados dos coeficientes de qualquer combinacio linear de um desses
vetores em uma base ortonormal fornecem as probabilidades de ob-
tengdo dos resultados possiveis da medida dos observdveis.

Mais tarde veremos quais podem ser esses valores possiveis.'*

O que acontece com o spin ao longo dos eixos x e y? Vamos nos fixar pri-
meiramente no eixo x. Convencionamos antes que os vetores que representam
os estados de spin ao longo do eixo x sfo |I) e |r). Tomando um deles, e consi-
derando a base Z acima, podemos escrever (sendo agora |u) o nosso vetor |@)
de antes)

[r) = aulu) + aqld),

ja que podemos escrever qualquer vetor do espago como combinagio linear
dos vetores da base. Por outro lado, sabemos que este vetor deve estar normali-
zado, ou seja, ser unitario. Uma combinagdo linear que cumpre esta condigio
preservando iguais probabilidades é

Ir) = —|M) —|d) (3.14)
o>
A combinagio linear que expressa |I) deve ser ortogonal a este vetor. Tra-
balhando um pouco com a matematica envolvida, chegamos a

)= 7|u>— 7ld> (3.15)

Exercicio 4.1. Prove que esses dois vetores, |r) e |}, sio ortonormais.

Ao longo do eixo y, procedemos da mesma forma, obtendo os vetores'’

lin) = 7 )+ 7|d> (3.16)

loy = \/_Iu>— 7ld> (3.17)

"4Serio os auto-valores do operador hermitiano que representa o observavel em ques-
tdo.

S Aqui o leitor sabera porque escolhemos |in) (com duas letras em vez de uma s,
como nos outros) para representar IN; para nio confundir com o nlimero complexo i.
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Exercicio 4.2. Prove que esses dois vetores, |in) € |0), sio ortonormais.

Poderiamos ter utilizado a notagio matricial, representando os vetores
como matrizes coluna complexas 2 X 1; assim, teriamos

I 0 v +
|u>=( 0 ),|d>=( | ),Il>=[ i ]’lr>=[ i )
V) V2

1 1
|m>=[ V2 ],|o>=( V2 ]
¥ v

Esta pequena digressio ainda mostra a necessidade de se utilizar nimeros
complexos para representar o spin. Ndo ha, dentro deste formalismo, modo
alternativo. Mais a frente, falaremos dos operadores que representam os com-
ponentes de spin, mas para isso necessitamos dos conceitos introduzidos a se-
guir.

s. Auto-vetores e auto-valores

Deixemos novamente de lado a notagdo de Dirac por mais um momento.

Definigio 5.1 (auto-vetores e auto-valores). Seja T um operador linear sobre o
espago vetorial V (sobre o corpo K, que como sabemos, no nosso caso é ou o
corpo dos reais ou o dos complexos). Um autovetor de 7 é um vetor nfo nulo
eV tal que T(¢) = A4, para A € K. O escalar A é dito autovalor associado ao
autovetor &.

Defini¢do 5.2 (auto-vetores e auto-valores). Seja A matrix de ordem n sobre
K. Um autovetor de A ¢ uma matriz 1 xn X tal que AXT = AX", para 1 € K.
O escalar 4 é dito autovalor associado ao autovetor X.

Definigdo 5.3 (Espectro). Denomina-se de espectro de um operador ou de
uma matriz ao conjunto de seus auto-valores.

Exemplo s.1. Seja D operador liner sobre o espago vetorial das fun¢des reais
de variavel real derivaveis no intervalo [a,b] da reta, definido por
df(x)

D(f(x)==——-

Entio f(x) = e** é autovetor de D, cujo autovalor associado é 1 = 3.
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Exemplo s.2. Seja T operador linear sobre o R? definido por T'(x,y) = (2x —
¥,¥). Impondo T'(x,y) = A(x,y), obtemos o sistema de equagdes

2-Dx-y=0
(1-2y=0

A matriz dos coeficientes do sistema é
a2
0 1-2
que deve ter determinante nio nulo para que haja solu¢io nio trivial. Portanto,
os auto-valores sio as raizes do polindmio carateristico 12 —31+2 = 0, que sio
A1 =1 e A =2. Os auto-vetores associados sdo obtidos resolvendo-se o sistema
acima para cada valor de 4, o que fornece dois conjuntos de vetores, a saber:

Ey={yeV: T =Ly} ={(x,) €R?>:x=y} e E), ={y e V:T(y) = Dy} =
{(x,y) €eR%:y=0}.

E facil ver que o conjunto E, U{O} é um sub-espago vetorial de V, dito
espago caracteristico associado ao autovalor 1, onde O ¢é o vetor nulo de V.

Seja A matriz quadrada de ordem n sobre o corpo K. Impondo AXT =
AXT, para X = [x,y], obtemos AXT - aXT =0, ou (A-ADXT =0, sendo I a
matrix identidade de ordem 7 e 0 a matriz nula nx 1. A matriz A — Al deve
ser singular (nio inversivel) para que o sistema admita solugdo nio trivial,
portando, det(A — AI) = 0, que € o polindmio caracteristico de A. Suas raizes
sdo os auto-valores de A, e os auto-vetores associados sio obtidos resolvendo-se
os sistemas (A — ADXT =0 para cada A encontrado.

Exemplo 5.3. Seja

matrix real. Entio det(A — AI) = 0 fornece

1-2 1

det(A—/lI)z‘ o 1o

‘qhb%a

o que fornece 4] = A3 = 1. Resolvendo-se o sistema AXT =1-XT, encontramos
y =0, portanto Ej = {(x,y) e R? : y =0}.
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Pode-se demonstrar que se T é operador linear sobre V e A =[T]# é a
matriz representativa de 7' na base ordenada A, entdo ¢ é autovetor de T se e
somente se X = [¢]4, a matriz das coordenadas de & na base A, é autovetor de
A. Os auto-valores sdo os mesmos.

Definigdo 5.4. Duas matrizes A e B sio semelhantes e existe uma matriz
inversivel M tal que B=M~'AM.

Teorema s.1. Matrizes semelbantes tém o mesmo polinémio caracteristico, logo
os mesmos auto-valores.

Demonstracio. det(B—AI) = det(M~'AM — AI) = det(M~' (A — A)M) = det(A —
Al). O

Exercicio s.1. Mostre que o conjunto E, U{O} é um subspago vetorial de V.

Definigdo s.s. Um operador linear T sobre & = (V, K, +,-) de dimensio n
(com ou sem produto interno) é maximal, ou ndo-degenerado, se possui n
auto-vetores distintos. Caso contrario, ¢ degenerado. Diz-se 0 mesmo de uma
matriz de ordem nxn com elementos em K.

No formalismo da mecanica quantica, teremos que levar em conta se os
operadores tém ou nio auto-valores repetidos. Guarde isso.

6. O exemplo das matrizes de Pauli

No formalismo da mecanica quantica, desempenham papel importante as equa-
¢Bes da forma
Tla) = Aa),

que tém a seguinte interpretagdo. Se T representa um observavel fisico, medido
em relagdo a um sistema que esteja em um estado representado por |a), o valor
A é interpretado como um valor possivel para a medida do observavel (para o
sistema no dado estado).

Isso se conforma com o que Michael Redhead chama de algoritmo da
quantizagio, a saber, a questdo de responder a pergunta: “Quais sdo os valores
possiveis da medida de um observavel relativamente a um sistema fisico?”, que
ele responde da seguinte forma: “Sdo os auto-valores do operador associado ao
observavel a ser medido.” [Red.g7, pp.s-7].
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6.1. Matrizes de Pauli

Para exemplificar, vamos falar dos operadores que representam o spin, mais
uma vez para vermos uma aplicagio dos conceitos deste capitulo e dos prece-
dentes. O objetivo ¢ construir operadores que representem os componentes de
spin 0, 0y € 07y, € mais uma vez seguiremos [SusFri.14, pp.7sss].
Consideremos a dire¢do z. Sabemos que o, = +1 (UP ou DOWN) e que
Z ={|u),|d)} é uma base ortonormal para os estados de spin medidos ao longo
da direcio considerada. Os vetores desta base devem ser auto-vetores norma-
lizados do operador procurado, os quais tém +1 e —1 como auto-valores. ou

seja, devemos ter
o, luy = +1.|u), o |d) = —1.|d).

Levando em conta o que sabemos sobre a representagio matricial de ope-
radores, 0 que queremos é um operador ¢, cuja matriz representativa na base

z={|u>,|d>}={(g )( X )},

ail  an 1 1
. - 41 ,
(azl azz)(0)+(0)
aily  apn 0 -] 0
a1 axp 1) 1)
O que indica que os auto-vetores a1 = (1,0) e @2 = (0, 1) tém auto-valores res-

pectivamente iguais a +1 e —1.
Como exercicio, o leitor pode calcular esses valores, chegando a seguinte

o = an a2 |\ _ 1 0
° ary ax h 0 -1 '

Vamos agora determinar 0. Para tanto, lembremos que

ol ol (3 )
2

ou seja, tal que

—_

—_

matriz:

LS}
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Da mesma forma,

1
1 1 1 ({0 G
D=~y - —jay = ( ) —( ):( v ]
750 5lo )5l ) -k
Como queremos ox|r) = +1.Ir) e oy|ly = —1.|I), matricialmente temos
1 1
( bii b ) v | v
[ el N B
by by v v
1 1
( bu b ) R I
bar b —\/% -= )
Novas contas fornecem
o= b1 by _ 0 1
T\ by bn) 1 0)
Procedimento analogo ¢é feito com relagio a oy, obtendo-se sucessivamente

g5l 2 )
2

Da mesma forma,

- (0 3 )

Como queremos oyin) = +1.|in) e oylo) = —1.]o), matricialmente temos
L 1
(011 012)(\/5]_[\5)
. l - ; )
c c —+ -+
21 €22 5 5
L L
( c1 C12 ) vz l-_| v
1 -5 -~ ’

Novas contas fornecem

o = cnocn ) _ 0 —i
. 1 i 0/
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Essas trés matrizes sio conhecidas como matrizes de Pauli, ou seja,

(1 0 (0 - N
o 1Tl o) o)

O site Pauli Matrices na Wikipedia esti muito bem escrito e contém uma
boa quantidade de informagdes sobre elas. Na verdade, estamos simplificando
as coisas j& que nosso objetivo é mais a Algebra Linear do que a mecnica
quantica. As matrizes de Pauli sio obtidas das acima multiplicando-as pelo
fator 71/2. Assim, temos as ‘verdadeiras’ matrizes de Pauli:

Sy = ga'x, Sy= Za'y,Sz= ZUZ'
Exercicio 6.1. Explicite auto-vetores e auto-valores de cada uma das matrizes
de Pauli.

Exercicio 6.2. Comprove cada uma das igualdades seguintes: (1) deto; = —1
(i=1,2,3); (2) Tr(c:) = 0; (3) oy = 0'5 =02 = I, (matriz identidade de ordem
2); (4) oy, 0y] = 2075 (5) [0y, 0] = 2ioy; (6) [077,07x] = 2oy,

7. Diagonalizagio

Defini¢io 7.1 (Matrizes semelhantes). A matriz quadrada A de ordem n €
semelhante a uma matriz quadrada B de ordem n, ambas com elementos no
Mmesmo Corpo, se existe uma matriz inversivel M também com elementos no
corpo, tal que

A=M"BM.

O seguinte teorema explica um importante resultado sobre essas matrizes

Teorema 7.1. Duas matrizes A e B de ordem n sobre o corpo K sido semelhantes
se e somente se existirem duas bases ordenadas para o K™ em relagio as quais A e B
representam o mesmo operador linear sobre K"

Dito de outra forma, matrizes semelhantes podem ser vistas como matri-
zes do mesmo operador linear em bases distintas. Isto tem importancia, porque,
dado um operador linear T, estaremos interessados em encontrar uma base re-
lativamente & qual a matriz de T seja diagonal. No caso mais especifico que
interessa & mecanica quantica, esta base sera formada por auto-vetores orto-
normais de 7.

Importante ¢ o seguinte teorema, aqui somente enunciado:
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Teorema 7.2 (Teorema dos Eixos Principais). Toda matriz hermitiana (ou so-
mente simétrica no caso real) A é unitariamente (no caso real, ortogonalmente)
semelbante a wuma matriz diagonal real D, cujos elementos diagonais sdo os anto-
valores de A. Ou seja, existe M unitdria (ortogonal) tal que D= M~'AM = M*AM
(respect., D = MTAM).

Vem entdo a seguinte definigdo:

Defini¢do 7.2 (Operador diagonalizavel). Um operador linear T sobre V ¢é
diagonalizavel se existe uma base de ‘V na qual a matriz representativa de T
seja uma matriz diagonal.

Defini¢do 7.3 (Matriz diagonalizavel). Uma matriz A é diagonalizavel se é
semelhante a uma matriz diagonal.

E facil ver que se A ={ay,...,a,} é uma base ordenada de V formada por
auto-vetores de T, entdo teremos T (a;) = d;a;, € portanto a matriz de T nessa
base sera a matriz diagonal

A0 ... 0
A= 0 4 ... 0
0 0 ... A

Teorema 7.3. Uma matriz A de ordem n sobre o corpo K é diagonalizdvel se e
somente se seus auto-vetores gerarem o K".

Demonstragio. Primeiramente, recorde que K" = {(x1,...,x,) : x; € K} pode
ser visto como um espago vetorial sobre K. Quanto a demonstragio, suponha
inicialmente que A é diagonalizavel, logo semelhante a muma matriz diagonal
D que podemos supor tem em sua diagonal principal os escalares di,...,d,.
Entio os vetores € = (0,...,1,...,0) sio auto-vetores de D, pois De;r = dieiT. Isso
ainda mostra que os d; sdo auto-valores de D, logo de A. Ademais, se houvesse
outros auto-valores A de D entdo haveria vetores X = (x1,...,x,) # 0 tais que
DxT = axT, o que daria (dyx1,...,dpx,) = (Ax1,...,Ax,), ou seja, dix; = Aix;.
Mas como os auto-vetores sio nio nulos, devemos ter pelo menos um x; #
0, o que dard A = d,, e assim ndo ha outros auto-valores além dos indicados.
Reciprocamente, se os vetores caracteristicos de A gerarem K", pode-se extrair
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uma base X1,...,X, para K", ou seja, tais que AXZ.T = /1in.T, sendo os 4; os auto-
valores. Seja M matriz cujas colunas sio os vetores X[, que ¢ inversivel pela
hipétese de que esses vetores formam uma base. Pondo

A0 ... 0

0 A& ... 0
D= 2 ,

0 0 ... A

temos AM = AXT ... X1) = (L X ... ,X}) = MD, ouseja, M'AM=D. O

A demonstragio deste teorema nos d4 o0 modo de achar a matriz M que
efetua a diagonalizagio de A, desde que A seja diagonalizavel: as colunas de M
sdo formadas por auto-vetores linearmente independentes de A.

Exercicio 7.1. Verifique que os auto-valores de A abaixo sio 1 e 2 (duplo).
Ache os auto-valores correspondentes. Verifique se a matriz é diagonalizavel e,
em caso afirmativo, ache a matriz diagonal D semelhante a A:

3 -1 1
A=]12 0 2
2 -1 2
Exercicio 7.2. Idem para a matriz
5 -1 3
A=| -6 4 -6
-6 2 4

O teorema (7.3) acima nos diz algo importante. Mesmo que o operador
(ou a matriz) seja , degenerado, ou seja, que seus auto-valores nio sejam todos
distintos, caso ele seja diagonalizavel, é possivel encontrar uma base para o
espago em questio constituida de auto-vetores do operador (ou da matriz).
Isso tem relevincia para algumas expressdes em fisica. Por exemplo, admita
(usando a notagdo de Dirac) que gy, ...,¢, sejam auto-valores de um operador
T (falaremos somente de operadores) associados aos auto-vetores |g1),. . ., |gn)-
Pode ser que nem todos os ¢g;s sejam distintos. Se quisermos somar somente
aqueles auto-valores que sio iguais a g;, escrevemos

Z 4> (3.18)

Jlaj=qi
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podendo ainda adicionar (se bem que a notagdo fique carregada) que j varia de
lan.

Evidentemente, se todos os auto-valores forem distintos (T é nio-degenerado,
ou maximal), esta soma tera somente um termo. Esta notagio serd importante
para a formulagio algoritmo estatistico da mecanica quantica [Red.g7, p.g].

8. Matrizes e operadores ortogonais e unitarios

Nesta se¢do, suporemos que V é um espago com produto interno.

Defini¢do g.1 (Isometria). Uma isometria sobre V ¢ um operador linear T
sobre V tal que ||T(@)|| = |||l para todo @ € V.

Intuitivamente, uma isometria é uma aplicagdo que preserva comprimen-
tos (iso-metria), como fica claro pelo teorema seguinte:

Teorema g.1. Se T é uma isometria sobre V, entio, para todos £,m € V:
1. T preserva distancias, ou seja, ||€ —nll = IT(€) - Tl
2. T preserva produtos internos, ou seja, (€lny = (T(E)|T (1)).
3. T preserva conjuntos ortonormais.
4. T preserva medidas angulares.

Demonstragio. Imediata, tendo em vista a definigdo e as propriedades da norma.
o

Exercicio g.1. Prove o teorema anterior.

Defini¢do g.2 (Operadores ortogonal e unitario). Uma isometria sobre um
espago vetorial complexo é chamado de operador unitdrio. Uma isometria
sobre um espago vetorial real ¢ chamado de operador ortogonal.

Exercicio g.2. (a) Mostre que T(x,y,z) = (xcosf—ysin6, xsinf+ycosf) é uma
isometria sobre o R? (operador ortogonal); (b) Idem para T'(x,y) = (x,-y) (re-
flexio em relagio ao eixo Y).

Repare que a matriz do primeiro operador na base candnica, que aparece

em muitos textos, é
cosf sinf )

—sinf cosé

[T]=(
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Definigdo g.3 (Matriz ortogonal, matriz unitaria). Uma matriz real (com-
plexa) de ordem 1 A = [a;] é ortogonal (respec. unitaria) se ATA = I (respec.
A*A=1).

Exercicio g.3. Mostre que as matrizes de Pauli sio unitarias.

A definigdo implica que, no primeiro caso, Y}}_, axidkj = 6, € no segundo
caso, Yp_, ar.axj = 6;j, onde a* ¢ o conjugado de a. Ou seja, as colunas de A
sdo vetores ortonormais relativamente ao produto interno canénico (de cada
espago). Pode-se ainda demonstrar que uma matriz nxn A real (complexa)
representa um operador ortogonal (unitario) T relativamente a uma base orto-
normal se e somente se for ortogonal (unitaria).

Outros fatos importantes sio os seguintes, aqui somente enunciados:

1. Se A for ortogonal ou unitaria, det(A) = £1
2. A1 = AT (respect., A~ = A*, onde A* é a transposta conjugada de A)

3. As linhas de A sio vetores ortonormais relativamente ao produto in-
terno candnico.

Exercicio g.4. Ache a,b,c,d para que A seja unitaria e mostre que B é ortogo-
I+i -1-i
A=
( a+bi c+di )
/3 2/3 2/3

B=| 2/3 -2/3 1/3
-2/3 -1/3 2/3

nal:

Definicio .4 (Adjunto de um operador). Seja T operador sobre V. O adjunto
de T, quando existe, é um operador T tal que, para todos @, € V, satisfaz

(a|T*By = (TalB).

Se o espago vetorial (obviamente, com produto interno) for de dimensio
finita (digamos, n), resulta que

Teorema g.2. Todo operador linear T sobre um espaco de dimensio finita admite
um adjunto T".

Demonstragdo. Ver [HofKun.79, pp.374-5]. O
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Exercicio g.s. Mostre que o adjunto do operador T(x,y) = (x—y,x+y) sobre
o R? é T(x,y) = (x+y,—x+Y). Ache as matrizes desses dois operadores na base
candnica e verifique que elas s3o as transpostas uma da outra.

No caso de dimensio infinita, nem sempre existe o adjunto de um opera-
dor, mas quando o adjunto existe, ¢ Gnico. Pode-se ainda mostrar (ibid., p.375s-
6) que relativamente a qualquer base ortonormal, a matriz representativa do
operador € a transposta conjugada da matriz representativa de seu adjunto (na
mesma base). Ademais, quando o operador no ¢ limitado, por vezes ¢ compli-
cado definir o seu adjunto ja que, nio sendo definido em todo o espago, deve-se
levar em conta os seu dominio de defini¢do, mas nfo exploraremos isso aqui.
Exemplos de operadores nio limitados sdo os que representam os observaveis
posi¢do e momento de uma particula.

Teorema §.3. Valem as seguintes propriedades, em sentido Sbvio:
. (THit=T
2 (T+U) =TT+ UT
3. (T =U'TT
4 (cT)T =c*T7, sendo c* o conjugado de c.
Demonstragio. £ um bom exercicio. O

Operadores n3o-limitados sdo importantes em mecanica quantica. Os ob-
servaveis posi¢do e momento de uma particula sio nio-limitados, mas nio
lidaremos com eles exceto em poucos exemplos. Lembramos que, em espagos
de dimensdo finita, todos os operadores sio limitados. Ademais, relativamente
a operadores nio-limitados, distingue-se entre operadores auto-adjuntos e ope-
radores hermitianos, conforme abaixo, mas isso nio desempenhard um papel
relevante aqui, uma vez que nfo desenvolveremos a mecanica quintica em deta-
lhes. Assim, o leitor pode tomar os dois conceitos como expressando a mesma
ideia.

Defini¢do g.s. Um operador ¢ densamente definido se para todo nimero real
£> 0 e para qualquer vetor 8 do espago, existe sempre um vetor @ no dominio
do operador tal que [|B—al| < &, ou seja, um vetor no dominio arbitrariamente
proximo do vetor dado).
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Defini¢do 8.6 (Operadores auto-adjuntos ou hermitianos). Se T é densamente
definido e se T =TT, entio T ¢é dito auto-adjunto. Um operador ¢ hermitiano
se for auto-adjunto e limitado (cf. defini¢io 2.2)

Consequentemente, devido a defini¢3o de adjunto de um operador, tem-se
que T ¢ auto-adjunto (hermitiano) se e somente se

(a|TB) =(TaB).

No caso de dimens3o finita, os dois conceitos (auto-adjunto e hermitiano)
se confundem. Se o operador € auto-adjunto, seu dominio é todo o espago.

Os fisicos escrevem T* para TT em virtude de que a operagio de tomar
o adjunto tem semelhangas com a de tomar o conjugado de um niimero com-
plexo, e do seguinte fato: a matriz de T auto-adjunto relativamente a uma base
ortonormal é hermitiana. Suas colunas sio vetores ortonormais relativamente
a0 produto interno canonico.

Algumas propriedades dos operadores auto-adjuntos e hermitianos

Vamos enfatizar que ha varias razdes para nos interessarmos pelos operadores
auto-adjuntos ou hermitianos. Dentre elas, as seguintes (a despeito da redun-
dancia, achamos por bem enunciar varias das propriedades):

1. Esses operadores sdo sempre diagonalizaveis, logo, existe sempre uma
base para o espago formada por auto-vetores do operador.

2. Logo, em particular, existe uma base ortonormal para o espago formada
por auto-vetores do operador.

3. Todos os auto-valores de um operador auto-adjunto sio reais, e isso tem
importancia capital para o formalismo da mecanica quantica. A demons-
tragdo deste fato é simples: se T € auto-adjunto, entdo {(a|TB) = (Ta|B).
Se por outro lado y € autovetor de T, ou seja, existe um escalar A tal que
(escrevendo sem os parénteses) Ty = Ay, entdo /lII)/||2 = Ayly) = (yldy) =
AATy) = (Tyly) = (yly) = 2*(yly) = 2*|ly|*. Consequentemente, 1 = A*,
0 que ocorre se e somente se A for real.

4. Auto-vetores associados a auto-valores distintos sio ortogonais.
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5. Esses operadores representario os observéveis fisicos no formalismo da
mecanica quantica, e seus auto-valores serdo os valores posiveis da medi-
¢3o de um observavel.

Qual a relagdo entre operadores auto-adjuntos e unitarios? A resposta ¢ o
seguinte

Teorema g.4. Um operador linear T é anto-adjunto se e somente se o anto-adjunto
existe (sempre existe no caso finito) e

TT =TT =1

Ou seja, o inverso se um operador auto-adjunto é o seu adjunto (ele mesmo
portanto). Ademais, se T ¢ unitario, ¢ um automorfismo do espago vetorial
(um isomorfismo do espago sobre si mesmo).



4

SOMAS, SOMAS DIRETAS E
PROJECOES

ONCEITOS IMPORTANTES e fundamentais para o formalismo usual da me-
C canica quantica sio apresentadas neste capitulo. Em particular, os opera-
dores de projecio e a soma direta de espagos, de vetores e de operadores devem
ser conhecidos do estudante.

1. Soma de sub-espagos

Definigio 1.1 (Soma de sub-espagos). Sejam Wi, ..., W sub-espagos vetoriais
de V. Dizemos que ‘W é soma dos ‘W, e escrevemos

W=Wi+--+W,i,

se W é o sub-espago (como se provara abaixo) gerado pela uniio dos W;.

E imediato que um vetor a pertence a ‘W se e somente se pode ser escrito
na forma a = aj + -+ + @, com @; € ‘W; ainda que esta decomposigio possa
nio ser Unica. O caso da unicidade é distintivo, e sera comentado abaixo.

Exemplo 1.1. (Usaremos aqui o exemplo 3.4) Seja V o espago R? , e sejam
W, ={(x,0,0) : x e R}, W ={(x,y,0): x,y e R}, e W3 ={(0,y,0): ye R}, e
W4 ={(0,0,z) : ze R}. Entio R3 = (Wl +(W2 +(W4 = (Wl +W3 +(W4, (Wz =
Wl +W3.
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Exercicio 1.1. Verifique os detalhes do exemplo anterior.
Teorema 1.1. A soma de sub-espacos é um sub-espaco.

Demonstragio. Claro que o teorema deveria ser enunciando com maior pre-
cisio, mas acreditamos que € claro para o leitor. Faremos a demonstragio
para o caso de dois sub-espagos, a qual pode ser estendida por indugdo para
um nimero arbitrario (e finito) de sub-espagos. Para o caso geral, algo a mais
seria necessario, mas deixaremos esta situagdo de lado. Assim, sejam W e
W sub-espagos de V. Sejam a e B vetores de ‘W + W, Logo, pelo que
se viu acima, existem vetores @1 ¢ @ em ‘Wi e Bi e Br em W, tais que
@=a;+p) e f=ar+p Logo, @+ = (a1 +B2)+ (2 +B2) devido as pro-
priedades dos vetores. Mas @ + 2 € W|, pois é um sub-espago, assim como
@ + B2 € W,. Consequentemente, @+ € ‘Wi +W,. Analogamente, mostra-
mos que se @ € W + W e se k é um escalar, entdo ka € W) + W, (exercicio).
Portanto, pelo teorema 3.1, segue o teorema. m|

Exercicio 1.2. Aceite a provocagio feita no inicio da demonstragio: enuncie
corretamente o teorema.

Defini¢do 1.2 (Soma direta). Seja W = W) +--- + Wy nas condigdes da defi-
nigdo precedente. Dizemos que a soma ¢é direta, e escrevemos

W=W & ---&W;
se, para todo 2 < j < k, tivermos
WA (W +-+Wj_) = (O, (4.1)

A expressio (4.1) € facil de entender. Para j =2, ela fica Wr N W, =
{O}, ou seja, os dois sub-espagos devem ter intersegio trivial. Para j = 3, fica
Wi N (Wi + W) ={O}, ou seja, o sub-espago ‘W3 deve interceptar apenas
trivialmente o sub-espago gerado por ‘W) e Wy, e assim sucessivamente. Em
outras palavras, na medida em que j cresce, vamos ‘saindo’ dos sub-espagos
que iamos obtendo nos passos anteriores.

Pode-se agora demonstrar que a soma ¢ direta se e somente se um vetor
a € W pode ser escrito de modo inico como @ = @) +--- + @, com @; € W;.

Exercicio 1.3. A partir do exemplo anterior, mostre que W, = W & Ws,
R3 = W, @ W3®W,, mas que a soma R3 = W, + W, + W, nio é direta.
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Definic¢do 1.3 (sub-espago invariante). Seja T operador linear sobre V e W
sub-espago de V. Entdo ‘W ¢ invariante sob T se para cada £ € ‘W, tem-se que
TE) eW.

2. Projecdes

Defini¢do 2.1 (Projecio). Uma projecio sobre um espago vetorial V é um
operador E sobre V tal que E* = E.

Considere o R? com o produto interno candnico, e seja B = {a1, a2} base
ortonormal para este espago. Entdo para todo vetor «, existem escalares (nd-
meros reais) x| € xp tais que @ = xja1 + x2a2 (veja a Figura 4.1). Portanto,
levando em conta que x; e x3 sdo os coeficientes de Fourier da decomposigio,
temos

(aila) = {(ai|x1a) + a2) = (@ilx1a1) +{ai|xna2) =

= xi{ailar) + xo{arlaz) = xi.
Da mesma forma, {a»|a) = x. Portanto,
a ={aila)lar) +{ala@)laz).

Consideremos agora o operador Ej,,), projegdo sobre o vetor |1) unitario,
definido por
Eppla) :=Laila)ayr), (4-2)

E ficil ver

Ep, |0} = By (Eiapl@)) = By (@1l Ja1)) = (@1l Ejapplar) = (@ilad.lar) =

= E|a| >|O,/>,
ou seja, Ejy,y ¢ de fato uma projecio. Deste modo, obtemos em particular que
o vetor projecio de |a) sobre |a;) (normalizado) é obtido fazendo-se
Ejopla) = aila).|ar).

Se @ nio fosse unitario, tertamos que dividi-lo pela sua norma, obtendo
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“lay),

E|al>la>=< ay > lay)  (apla)

a)- =
[l ] el s ll?
expressio que ja conhecemos do Processo de Gram-Schmidt. Semelhante de-
senvolvimento aplica-se a @;.

a =Xx1a) +x2a7
X2 =
=(@2]@);

@2

o xiay ={ai|laya;

Figura 4.1: Proje¢Oes ortogonais de @ sobre a; e @, unitarios.

Exercicio 2.1. No R?, encontre o vetor projegio do vetor 8= (1,3,5) sobre o
vetor @ = (—1,2,0). E agora sobre o vetor y = (0,—1,2). Finalmente, encontre
a projecio do vetor 8 sobre o sub-espago gerado por @ e .

Recorde que E? = E.E, sendo a operagio indicada a composigio (produto)
de operadores. Suponhamos que = W @---& Wy, e @ = @) + -+ + a; con-
forme acima. Paracadai=1,...,k definimos um operador proje¢io do seguinte
modo: Ej(@) = ;. Assim, podemos escrever @ = E{(@) +- - -+ Ex(a), e tendo em
vista que I(a) = @ (operador identidade), vem que

I=E{+--+E}. (4.3)

Teorema 2.1. Seja T operador linear sobre V, W\,..., Wy sub-espacos de V,
tais gue V =W &--- @ Wy, e sejam E; projecbes associadas aos sub-espagos W,
Entdo, uma condicio necessdria e suficiente para cada ‘W; sgja invariante sob T é
gue T comute com cada E;.
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Demonstragdo. Nio sera feita aqui. O leitor pode consultar [HofKun.79, pp.274-
5. m

Resultado importante é o seguinte, conhecido como Teorema Espectral,
que em suma afirma que todo operador pode ser escrito como uma combi-
nagio linear de projegdes, e vale em particular para operadores hermitianos
(ou ortogonais, no caso real):

Teorema 2.2 (Teorema Espectral). Se Ay, ..., sdo auto-valores distintos de T
diagonalizavel e E; os operadores projecio sobre os espagos caracteristicos dos A;
(i=1,...,n), entdo

T=ME{+Ey+---+ A Ey.

Demonstragdo. Suponha T diagonalizavel e Ay,...,4; sdo auto-valores distintos
de T. Sejam W; (i = 1,...,k) os sub-espagos caracteristicos associados aos auto-
valores correspondentes. Entio sabemos que podemos escrever V = W) &
.- @ Wy. Sejam E; as projecdes associadas a cada um dos espagos desta decom-
posigio, respeitando-se os indices. Entdo, para a € V, podemos escrever « =
E(@)+---+Ex(a), logo T(a) = T(E|(a) +- -+ Ex(@)) = TE1 (@) + - - + TEx(a),
ou seja, tendo em vista que os ‘W; sdo invariantes pela agio de T, entdo as pro-
jecOes E; comutam com 7, resultando T(a) = E;T(@)+ -+ ExT(a) = Ejcia+
-+ Excga = c1Ei(@) + - + cxEx(), logo T = c1 E| + -+ + ¢k Ex. O

Exercicio 2.2. (i) Mostre que os operadores E; definidos acima s3o de fato pro-
jecBes. (ii) Mostre que para projecdes, vale a expressio E;E; =0 se i # j. (iii)
Mostre que a cada operador de projegio E esta associado um sub-espago veto-
rial de V, e reciprocamente. (iv) Mostre que os tinicos auto-valores possiveis
para um operador de projecio sdo oe 1.’

2.1. Notagdo para projecdes

Uma notagdo Util no caso da mecanica quantica ¢ a seguinte. Seja W sub-
espago de V e {ai,...,ax} base ortonormal para ‘W. Entdo, para @ € V, o
operador

Ey(@) = ) (ailaya;

"Este ¢ o motivo pelo qual eles s3o escolhidos na mecanica quantica para repesentar
propriedades dos sistemas fisicos cujas unicas medidas possiveis resultem em algo como
SIM ou NAO.
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ou, na notagio de Dirac,

Eyle) = > (ailo)le)

¢ um operador de projecdo sobre W (exercicio). Se a dimensio de W for 1, 0
vetor projetado (suposto nio nulo) ¢ uma base para ‘W, de sorte que podemos
normalizéd-lo e chama-lo de |y) para simplificar, de sorte podemos escrever
Eqayly) = (Wla)ly) = W){yla) e entdo resulta a notagdo conveniente

Eqy =)yl (4-4)

Assim, para acharmos a projecio de |a) sobre ‘W, basta obter

Ewla) =) yla),

que é um modo de reescrever Eqyla) = (Yla)ly) da forma como estamos acos-
tumados, ou seja, com o escalar precedendo o vetor.

Exemplo 2.1. Considere novamente V como o espago R? bem como seus sub-
espagos Wi ={(x,0,0) : x e R} e Wy = {(x,y,0) : x,y € R}. Seja @ = (3,-2,4)
um vetor de V, A = {81} ={(1,0,0)} e B = {a;,az} = {(1,0,0),(0,1,0)} bases
ortonormais ordenadas de ‘W, e de ‘W, respectivamente. As proje¢des de a
sobre cada um dos espagos podem ser obtidas da seguinte maneira:

Eqy,la) = |B1)B1la) = 3(1,0,0) = (3,0,0)

Sobre o segundo sub-espago,

2

Eqpyla) = Z lai)aila) = |1 Xaile) +la2)ezle) = (3,-2,0).
i=1

Exercicio 2.3. Encontre a projegio do vetor @ = (2,-3,—1) sobre os sub-
espagos do R3 gerados respectivamente por {(1,—1,0),(1,1, D} e {(-1,0,-1),(0,1,-1)}.
Repare que os vetores geradores no estio normalizados.
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3. Resolugio da identidade

Iniciemos com um exemplo. Usando convenientemente a notagdo de Dirac,
suponha que temos um espago de Hilbert H de dimensio 3 e que {|@),|8),|y)}
seja uma base ortonormal para tal espago. Seja U um sub-espaco de V gerado
por |@) e |8). Entdo o operador

Pqq = |a)al+B){BI
€ uma projegio sobre U (exercicio). Ou seja,
Py(xla) +y1B) +2ly)) = xla) +y1B).

Denotaremos por 1 o operador identidade sobre um espago de Hilbert H.
A situagdo mais geral sugerida pelo que se viu acima é a de que o operador
identidade pode ser escrito como soma de projeces (lembre da equagio (4.3)):

1= Z lo; M, (4-5)

onde {|@;)} é uma base de H. Uma tal expressio para 1 é denominada de
resolugdo da identidade.
Claro que, para qualquer vetor |@), tem-se que 1|a) = |@), o que sugere que
podemos utilizar a resolugio da identidade sempre que desejarmos.

4. A fungio trago

A fungio trago, que ja encontramos no capitulo 3, associa cada matriz qua-
drada a um escalar que é a soma dos elementos de sua diagonal principal. Ou
seja, se A = [a;j] ¢ de ordem n, entdo

n

Tr(A) = Zai,-.

i=i

No formalismo da fisica quantica, ha um modo de representar a fungio
trago que é importante, o qual ainda mostra o significado da expressio "traco
de um operador”, e resulta do seguinte
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Teorema 4.1. Seja T operador linear sobre V com produto interno. Se a série
YiWilT () converge e tem o mesmo limite independentemente da base {ly;)},
entdo

Te(T) = ) (ilTw) = ) WilTl. (+.6)

Repare que para passar para o tltimo termo, simplesmente mudamos a no-
tagdo, escrevendo T|y;) ao invés de Ty;. Aceitando-se o teorema precedente,
seja A a matriz de T na base candnica (como o teorema se refere a algo inva-
riante pela troca de bases, basta que consideremos a candnica). Suponha por
simplicidade que o espaco seja o R? e que

air  ap
A= .
a  axn
Como os vetores da base sio ¢ = (1,0) e ¢ = (0,1), que na forma de
matriz (ou de suas coordenadas em relagio a base candnica) vem que

2
1 0
Z<wilA|wi>=(10>( oo )( 0 )+(01>( oo )( | )=an+azz,
— ax  ax ax axn
que coincide com a defini¢io dada acima.

s. Complemento ortogonal

Principalmente devido as aplica¢des da Algebra Linear a mecanica quantica,
¢ conveniente chamarmos a atengdo para o complemento ortogonal de um
sub-espago.

Definigio 5.1 (Complemento ortogonal). Seja ‘W sub-espaco de V. Chama-se
de complemento ortogonal de ‘W ao sub-espago (como se pode provar, veja
exercicio abaixo) W+, dito ‘W-perpendicular, formado por todos os vetores de
V que sio ortogonais a todos os vetores de ‘W. Em simbolos,

W :={BeV:{Blay=0, paraa € V}.
Exercicio s.1. Mostre que ‘W é sub-espago de V.

Exemplo s.1. Vamos considerar alguns de nossos sub-espagos favoritos para
dar alguns exemplos e propor exercicios. Considere novamente os seguintes
sub-espagos do R3:
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1. X ={(x,0,0) : x € R} ("eixo X").

2. Y ={(0,y,0): y € R} ("eixo Y").

3. Z={(0,0,2) : z€ R} ("eixo Z").

4. XY ={(x,y,0): x,y € R} ("plano XY").
5. XX ={(x,0,2): x,z € R} ("plano XZ").
6. YZ=1{(0,y,2): y,z € R} ("plano YZ").

Verifica-se facilmente que (tente a0 menos se convencer disso) X+ = YZ, Y+ =
XZ, 7+ = XY.

Algumas propriedades que podem ser facilmente derivadas sio:

Teorema s.1. Tem-se que, para todo sub-espaco ‘W do espaco V (com a notagio
anterior);

LW = w
2. O =v
5 V=Weow:

4. Obtém-se uma base para 'V unindo-se uma base de W com uma base de
W,

O tltimo item, devido as propriedades da soma direta, acarreta que para
todo vetor @ € V, existem unicos B € W e y € W tais que e =S +7.

O vetor y da expressio acima, que podemos denotar por 8+, é denomi-
nado sem surpresa de complemento ortogonal de 3 relativamente a «. Suas
propriedades s3o relevantes, principalmente em mecanica quantica:

Teorema s.2. Sendo V = W& W+, e usando-se a notagio anterior a = B+ 5+,
tem-se:

1. Os vetores B e B* sio linearmente independentes.

2. Sea =B +pB+, entio (B+)* = . Este condicional pode parecer estranho, por
isso vamos explicar. Tome a contrapositiva: (B+)* # B — « # B+B*. E facil
ver que esta sentenga tem modelo. Tome o = (1,1,0) e segam B =(0,1,0) €



5. Complemento ortogonal 89

XY e B =(0,0,1) € Z (na notacio dos exemplos anteriores). Portanto @ =
B+ B+. Porém, podemos considerar um outro vetor de XY ortogonal a j3,
digamos y = (1,0,0) € XY, e claramente « # B +7. Portanto, (B-)* ndo é
qualquer vetor ortogonal a 3, mas exatamente aquele que, somado com ele,
fornece o a dado.

Exercicio 5.2 (Importante). Considere o conjunto ¥ de todos os sub-espagos
fechados de um espago de Hilbert H, munido das operagdes seguintes, para ‘W
e U sub-espacos: WU := W NU (intersecio conjuntista); WUU := [ WU
U] (espago gerado pela unifo); W := W™, e os elementos distinguidos {O}
(sub-espago trivial) e o proprio . Mostre que a estrutura (7’, m,u,”, {O},?’(>
ndo é uma algebra de Boole, mas um reticulado ortomodular (detalhes em
[DalGiuGre.o4], [Kra.16]).



PRODUTO TENSORIAL

RASSMANN introduziu também os principios da hoje chamada Alge-
bra Multilinear, que trata de estruturas que nio envolvem unicamente
um determinado ‘tipo’ de vetor, mas uma multiplicidade de vetores.

Aqui, nio desenvolveremos nada nesse sentido, mas apenas alguns tragos de um
conceito envolvendo multiplicidade de vetores que tem a ver com a mecanica
quantica, o produto tensorial de vetores e de espagos vetoriais, em especial
de espagos de Hilbert. Mesmo assim, ficaremos restritos aos casos mais sim-
ples, visando unicamente fornecer ao leitor algo com o que ele possa adentrar
aos detalhes formais minimos da mecanica quantica, como entender como um
estado de emaranhamento ¢ expresso no formalismo.

1. Produto tensorial

Definigio 1.1 (Produto Tensorial de dois espacos). Sejam V e ‘W dois espagos
vetoriais sobre um mesmo corpo de dimensdes n e m respectivamente. Asso-
ciamos a eles um espago vetorial V® W de dimensio n.m cujos vetores sio
denotados a®p, satisfazendo a seguintes condigdes:

1. Se a,ay,a; €V e B,B1.82 € W, entio valem as leis distributivas

(@ a®B1+2)=a®B+a®SB
b) (a1 +@)eB=a10B+a20p
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2. Se k é um escalar qualquer, tem-se que

(k) ® B = a® (kB) = k(a ®p).

3. Se {a;} é uma base para Ve {8} ¢é uma base para ‘W, entdo
{@i®p;}
€ uma base para V® W, que portanto tem dimensio n.m.

Se denotarmos os produtos internos de V e ‘W (supondo que existam) por
(1> € {|)qy respectivamente, a seguinte aplicagio define um produto interno
sobre V ® W, como se comprova facilmente:

(a1 ®B1lar ®B2) :=(atlaz)y - {B1lB2)aw- (s.1)

Repare que a multiplicagdo do segundo membro faz sentido tendo em
vista que os dois espagos sio espagos vetoriais sobre 0 mesmo corpo. A defini-
¢do acima pode ser generalizada para mais de dois espagos (sobre um mesmo
corpo).

Pode-se provar que se V e ‘W forem espagos de Hilbert, entio VW é
por sua vez um espago de Hilbert.

Produto tensorial de operadores Se T ¢ operador linear sobre V e T é
operador linear sobre ‘W, definimos 71 ® T2 sobre V® ‘W do seguinte modo.
Se @ e 3 sdo vetores de V e ‘W respectivamente, pomos

(T1®Tr)(a®B) :=T(a)T>(B). (s.2)

Se T} e T sio lineares, resulta que T) ® T, é também linear, e esta caracte-
ristica se estende para outras propriedades dos operadores, como se eles forem
unitarios, hermitianos, auto-adjuntos. Importante mencionar que o produto
tensorial, seja de vetores, de espacos ou de operadores, ndo é comutativo, ou
seja, em geral temos

la)®|6) # |B) ®|a),

o mesmo se dando nos demais casos.
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Notagdo de Dirac Na notagdo de Dirac, o vetor |a)®|8) é muitas vezes es-
crito como |@)|B) ou simplesmente por |¢B). Isso pode ser generalizado. Deste
modo, empregando uma notagio mais Util para a mecanica quantica,’

X1, %2, .. Xn), (5.3)

que deve ser lido como um vetor do espago H = H; ®--- @ H,,.

Utilizamos o produto tensorial de espagos de Hilbert para encontrar ve-
tores que representem os estados de sistemas compostos, com mais de uma
particula por exemplo. Assim, se temos um elétron e~ e um pésitron e*, asso-
ciamos a eles os espagos de Hilbert H) e H, respectivamente, e os estados do
sistema composto pelos dois guanta® sera dado por vetores de H) ® H. Mais
a frente veremos exemplos.

Porém, quando os sistemas fisicos que estamos considerando sio indiscer-
niveis, para representar os estados do sistema conjunto empregamos um pro-
duto tensorial de um espago (que representa os estados de um dos sistemas) por
ele mesmo exatamente o niimero de vezes que corresponde ao cardinal da cole-
¢do de sistemas. Assim, se a 0~ associamos o espaco de Hilbert H, a um sistema
contendo trés sistemas indiscerniveis de o~ associamos o espago HOH Q@ H,
cujos vetores sio da forma |xq, x2, x3).

Um pouco mais sobre isso é relevante para esclarecer alguns pontos que
normalmente passam desapercebidos. Suponha que temos duas particulas in-
discerniveis (ou idénticas, como dizem os fisicos) rotuladas 1 e 2.3

Esses conceitos ndo sio triviais e sdo problematicos em MQ, mas nio
trataremos da questdo detalhadamente aqui; o leitor interessado pode con-
sultar [FreKra.o6]. Primeiramente, observe a necessidade de nossa linguagem:
quando falamos de entidades, nomeamo-las, damos-lhes nomes ou as descre-
vemos de algum modo (como ‘o elétron que esta no nivel mais externo do
atomo tal’) — os filésofos chamam isso de uma descrigio definida. Isso faz com

'Aqui é um dos casos (talvez o nosso Unico) em que vetores nio sio representados
por letras gregas latinas. E que seguimos a ortodoxia em fisica.

2E comum a referéncia deste modo aos sistemas quinticos.

3Em matematica e em filosofia, ‘idénticos’ significa que sdo o mesmo, que nio ha
dois. Assim, se a = b é o caso, entdo isso diz que ha um s6 objeto que pode tanto ser
nomeado por a quanto por b. Diz-se que a e b tém o mesmo referente.Mas em fisica, os
fisicos costumam dizer que dois elétrons sio idénticos mas que podem ser discerniveis
ou indiscerniveis. Usamos aqui a terminologia matematica.
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que a sua identidade se torne indubitavel.* Se queremos preservar a indiscer-
nibilidade, o que é necessirio que se faga em varias situagdes, por exemplo
em quimica, esses rotulos terdo que ‘desaparecer’ de algum modo, deixando
de conferir identidade ao objeto, e isso ¢ conseguido por meio de um truque
matematico de considerar que os Unicos vetores (ou fungdes de onda) que re-
presentam estados ‘reais’ sio simétricos (bésons) ou anti-simétricos (férmions)
relativamente a permutagdo de dois desses rotulos, como x; e x;. Para captar
esta ideia, os fisicos introduzem um principio por meio do seguinte postulado:

Seja ) =|x1,x2,...,x,) vetor que descreve o estado de um sistema de n par-
ticulas indistinguiveis. Seja P;; operador de permutagio que troca os indices
das particulas x; e x;, ou seja,

Pijlx1, X0,y Xi ooy X X)) = £IX1L, X2, 00, Xy ey Xy oo X))

O sinal positivo é usado quando as particulas sio bdsons e o negativo
quando sdo férmions. Seja A um observavel que é representado por um ope-
rador hermitiano A. O postulado diz o seguinte, em notagio simplificada
(escrevendo-se P;jy ao invés de P;jly)):

Postulado da Indistinguibilidade Nas condi¢des acima, temos:

WAl = (P AIP; ). (5.4)

Em palavras, o valor esperado da medida do observavel A para o sistema
no estado |) ¢ o mesmo antes e depois de uma permutagio de particulas (ou,
no formalismo, de seus rétulos). Como ja aprendemos antes, WIAlp) pode ser
lida como o produto interno do vetor |} pelo vetor |P; i) ou como a imagem
deste vetor pelo funcional linear caracterizado por |i) (ou seja, por ().

Isto significa que a permutagio ndo produz qualguer efeito fisico detetdvel, o
que caracteriza a indiscernibilidade das particulas. O fato de que para férmions
a permutagio muda o sinal nio atrapalha porque no computo das probabi-
lidades, o que entra em jogo é o guadrado da fungio de onda (ou do vetor
de estado), de acordo com a regra de Born, temos que ||lﬁij||2 = IijiIIZ, como
veremos.

4Logo, na suposigio de que existam sistemas indiscerniveis, nem nomes préprios e
nem descri¢8es definidas podem fazer sentido nesse dominio. Sobre isso, ver [Kra16a,

Cap.6].
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Os fisicos perceberam que para preservar estes fatos, os sistemas envol-
vendo multiplas particulas deverem ter seus estados descritos por vetores simé-
tricos ou anti-simétricos relativamente a permutagio de indices. Se denotarmos
por P um operador de permutagio epor |¥;;) o vetor de estado do sistema
obtido do vetor |y;;) pela permutagdo das particulas i e j, a fungdo serd simé-
trica se Plyij) = | ji), e anti-simétrica se Ply;;) = |y ji). Isso casa perfeitamente
com a existéncia de duas classes de particulas, os bosons e os férmions. Todas as
particulas conhecidas caem sob uma dessas categorias. Grosso modo, férmions
sdo particulas de matéria, e os bosons fazem a interagdo entre elas. Uma outra
classificagdo diz que férmions tém spin semi-inteiro: +1/2,+3/2,..., enquanto
que os bosons tém spin inteiro 0, £1,+2,....

Vetores simétricos e anti-simétricos sio os seguintes, onde por exemplo
Iw?) deve ser lido como indicando que a particula i est4 na situagio A; 0 mesmo
para os demais:

1
lij) = $<|w?>®|wf>i|w§>®|w?>> (5-5)

O fator L= ¢ dito fator de normalizagio e faz com que os vetores sejam

V2

unitarios (produto interno candnico). Estes vetores sdo ditos indicarem estados
singlete(s). O sinal + € usado no caso de bdsons e 0 — no caso de férmions.
Repare o que eles indicam: trocando-se i por j e vice-versa, o primeiro vetor
(o simétrico com o sinal +) nfo se altera, enquanto que o segundo troca de
sinal. Este truque faz com que possamos fazer de conta que os rotulos dados
antes, i e j, ndo identificam as particulas porque os estados que interessam
sdo descritos pelos vetores acima; vetores como |;) ® |/ ), assumem os fisicos,
ndo descrevem estado algum. Porém, em |y;) ® |y 03 ambos os sistemas estio no
mesmo estado, o que pode acontecer somente para bosons.’

2. Emaranhamento

Os estados compostos mais simples sio aqueles que podem ser escritos por
meio de um produto tensorial de vetores, com cada vetor pertencente a um
dos espagos que participam do produto. Por exemplo, considerando o nosso ja
investigado caso do spin, suponha que o primeiro vetor seja Y1) = a,lu)g, +

SFérmions nio podem partilhar o mesmo estado quintico devido ao Principio de
Exclusdo de Pauli.
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agld)g, (equagio 3.13) no espago Hi, onde foram colocadas referéncias a este
espago. O segundo vetor esta por hipdtese em um outro espago, digamos que
seja [W2) = bylu)gq, + bald)g, em Ha, supostos normalizados, ou seja, lay|* +
lagl* = a*a, +ajag=1e |bul? + bal* = b b, +bibg = 1.

O estado conjunto, denominado de estado produto, ou estado separavel,
(ou estado fatoravel) seria uma soma como a seguinte:

W12 rer = (@ult)r, +aalddgs )@ (buludss, +bald)ge, ).

Podemos dizer que em uma tal situagdo cada sistema comporta-se indepen-
dentemente dos demais, ou seja, trata-se de um vetor cuja expansio em uma
base qualquer pode ser fatorada em um produto tensorial de dois termos, um
em cada espago (claro que isso pode ser generalizado para mais de dois espagos).
Por exemplo, deixemos {|B;)1} representar uma base para o espago de Hilbert
Hi e {ly;)2} representar uma base para um espago Ha. Assim, {|Bi)1ly;)2} de-
nota uma base para o produto tensorial H; ® H> (omitimos o simbolo ‘®” nos
vetores da base, assim como os sub-indices). Por exemplo, podemos ter um
estado descrito pelo vetor

1
—(1B0)ly3) + Badlys)
V2

1

V2

= Ba)y3)+1B)lv1)) =

1
)+ 5l

V2

1
(180 +1B2Y) @ —=(1y3) +In1)),
— \/E [

Hi H
separavel.

A situagio mais complexa é quando isso ndo acontece, ou seja, quando o
vetor produto nio pode ser decomposto em um produto de vetores cada um
em um espago, de forma que nio se pode dizer que eles agem independente-
mente, mas um dos estados tornam-se intrinsicamente emaranhados um com
o outro (supondo somente dois deles, mas isso pode ser generalizado). A pa-
lavra ‘emaranhamento’ (entanglement) foi cunhada por Schrédinger em 1935,
tendo ele destacado que € um caso tipico da mecanica quantica:

“I would not call that one but rather the characteristic trait of
quantum mechanics, the one that enforces its entire departure
from classical lines of thought."(E. Schrédinger)®

®“Eu nfo chamaria de #m mas em vez disso de a caracteristica peculiar da mecA-
nica quantica, aquela que acarreta sua total discrepancia para com as linhas classicas de
pensamento."
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O mais tipico caso de emaranhamento ¢ dado pelos nossos exemplos acima
pelos vetores em (5.6) ou, usando o nosso exemplo, poderia ser

1
W12 rer, = $((|u>®|d>>wl®«ﬂz + (1) 8 ) ¢, 74, ) (5-6)

A prova de que este vetor ndo pode ser escrito como um produto de veto-
res um em cada espago € tediosa, por isso rogamos ao leitor que nos acredite.

2.1. Posig¢des definidas ?

Vamos enunciar uma regra basica da mecanica quantica, que chamaremos de
RAA:

[Regra dos auto-valores e dos auto-vetores] A medida de um observavel A,
representado por um operador auto-adjunto A, para o sistema em certo estado
) possui o valor A para uma propriedade representada por A se e somente se
/) é auto-vetor de A e A é um autovalor associado aly). Ou seja, se e somente
se

Alyy = Ay).

Vejamos agora uma aplicagio desta regra.

Vamos supor que A seja o observavel posi¢do, de uma particula 1, cujos es-
tados estio representados em um espago de Hilbert H; e B o operador posi¢io
de uma particula 2, cujos estados sido vetores de Ha, e que o sistema composto
por essas duas particulas (isso pode ser generalizado) esteja no estado emara-

nhado (em H ® H,)
1
V2

de forma que por hipdtese os |8;) sio auto-vetores de A e os |y sio auto-
vetores de B.

|y = (|ﬁ1>1|)’1>2+|ﬁz>1|)’2>2), (5.7)

Repare uma coisa importante: nio temos outro jeito, com nossa lingua-
gem, exceto a nos referirmos as particulas como ‘particula 1’ e ‘particula 2’.
Nossa linguagem é uma linguagem feita pava falar de objetos distintos uns dos ou-
tros. No entanto, em situagdes como a em analise, queremos que esses rotulos
nio distingam as particulas. Por este motivo, selecionamos vetores simétricos
ou anti-simétricos por permutagdes dos rétulos.
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Para medirmos a posigdo da particula 1 sem medir a da particula 2, usamos
o operador
ARI,

onde I, é o operador identidade sobre H>. Analogamente, para medir a posi¢io
somente da particula 2, usamos o operador

]1®B,

onde I; é o operador identidade sobre H;.
Entdo, verifica-se que |¢) é um autovetor do operador

LoB-ARL,

que representa a diferen¢a entre as posi¢des. No entanto, |) nio é autovetor
de qualquer dos operadores A® I ou I1 ® B, assim, por RAA, as particulas 1 e
2 ndo tém posigdes definidas.

Isso traz um complicador para a filosofia da mecanica quantica, que € a
seguinte. As nog¢Oes de espaco e de tempo da mecanica quantica nio relati-
vista sio as mesmas da mecanica classica, dito espago-tempo Newtoniano ou
espaco-tempo de Newton-Galileo (ver a frente a defini¢do 3.2). Sio nog¢des
absolutas, e mais ou menos coincidem com o que pensa a pessoa comum, nio
versada em ciéncia: o espago ¢ o local onde os eventos ocorrem, nio muda,
esta fixo e se estende até onde podemos imaginar, e o tempo ¢é universal, vari-
ando igualmente para todos e em todas as situagdes, podendo ser marcada por
uma espécie de ‘relogio universal’. Matematicamente, isso é descrito por um
conceito matematico denominado variedade diferencidvel, mas faremos uma
simplificagio, identificando o espago-tempo com o espago vetorial R* com o
produto interno canénico, que é denominado de espago euclidiano, que apa-
recera novamente no capitulo seguinte.

Ora, em R*, dois pontos distintos A = (x1,y1,21,#) (a quarta coordenada
representa o tempo) e B = (x2,y2,22,1) (repare que o tempo € 0 mesmo), sio
necessariamente distintos. Logo, se temos por hipétese duas particulas, uma
em A e outra em B, elas sio distintas (pois ocupam posi¢des distintas) e teriam
em principio posi¢des definidas. O problema é que se considerarmos uma par-
ticula isolada, nunca podemos dizer que temos a particula 1 exatamente em
A devido ao principio de indeterminagio; quanto mais aproximamos a posi-
¢3o, mais tornamos o momento indeterminado e vice-versa, nio obstante a
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particula em A (isso ¢ uma maneira de dizer) seja descrita por uma fungio de
onda 4. Em mecanica quantica, nio ha trajetorias de particulas. Mais grave é
o caso de considerarmos o sistema conjunto ‘particula 1 e particula 2’. Neste
caso, o sistema ¢ descrito por uma fungio de onda simétrica (equagdo 5.7 para
bésons) ou anti-simétrica (para férmions, usando o sinal — na mesma equagio)
e pelos motivos expostos acima nio se pode dizer que elas tenham posi¢des
definidas. Mas entdo, como fica a ‘determinagdo’ das posi¢des imposta quando
adotamos o espago-tempo newtoniano? Bom, este é o imbroglio. Nio creio
que haja qualquer resposta satisfatoria.

Exercicio 2.1. Mostre que de fato |y) nfo ¢é autovetor nem de A®I e nem de
I, ® B. (Basta ver que o vetor nio se transforma, por qualquer desses operado-
res, em um multiplo escalar dele mesmo.)

2.2. O gato de Schrédinger

Uma outra aplicagio interessante da regra RAA ¢é a seguinte, devida a Erwin
Schrodinger (1935). Trata-se de uma experiéncia de pensamento destinada
a mostrar as incongruéncias trazidas pela mecanica quintica se tentissemos
levar os seus resultados a0 mundo macroscépico. Saliente-se desde ja que até
0 presente momento ndo se constataram efeitos quanticos dessa natureza em
objetos como um gato, mas que tais resultados sio hoje em dia comuns na
escala quantica. Trata-se, mais uma vez, do emaranhamento.

Schrédinger imaginou um gato em um container completamente fechado
junto com uma amostra de material radioativo que pode decair (emitir radi-
acdo) dentro de uma hora, e um frasco de veneno. Se a radiagio for emitida,
ela aciona um ‘dispositivo maligno’ (em suas palavras) que quebra o frasco e
o veneno mata o gato. Caso contrario, nada ocorre e o gato continua vivo. A
pergunta é: qual a situagio do gato antes de se passar uma hora? A resposta
dada pela mecanica quantica é que ele estara em um estado de superposicio
entre os estados |gato vivo) ® [ndo decaiu) e |gato morto) ® [decaiu), ou seja,
simplificando de modo ébvio a notagio,

1
V2

O que ocorre quando, depois de uma hora, o cientista abre a porta para ver
o0 que ocorreu? Segundo a mecanica quantica, neste momento (por um motivo

) = —=(W)ln) + Im)ld)). (5-8)
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ainda muito discutido) a fung¢io de onda (o vetor de estado) (5.8) colapsa em
um dos componentes, e cada um deles tem igual probabilidade (= |\/L§|2 =1)
de ocorrer. Assim, o cientista constata o 6bvio, que houve decaimento, uma
particula foi emitida, o dispositivo foi acionado, o veneno liberado e o gato
morreu, ou nada disso aconteceu e o gato continua vivo.

No entanto, antes de que o cientista abra a porta, o estado do sistema
¢ dado pelo vetor (5.8), e nada se pode dizer sobre o que esta ocorrendo 1a
dentro exceto pelo que ‘diz’ o vetor (5.8). Sejam A e B os observaveis cujas me-
didas descrevem as situagBes do gato e do material radioativo respectivamente,
e sejam H| e H, os espagos de Hilbert respectivos. Ora, o vetor |i) nio é auto-
vetor nem do operador A®I e nem de I, ® B, no sentido ja visto antes. Assim,
simplesmente olhando para o estado (5.8), ndo podemos concluir, como mui-
tos textos afirmam, que antes do cientista olhar, o gato esta vivo e morto, pois,
digamos assim, ele nfo pode assumir esses estados, ou ter essas propriedades
pela regra RAA.

Em resumo, de acordo com a mecanica quantica, e contrariamente a mui-
tos textos, ndo ha qualquer contradicio envolvida com a superposigio de
estados. Ademais, poderiamos dizer para reforgar este ponto, se uma contradi-
¢do € tomada como sendo a conjungio de de uma sentenga com sua negagio,
ou seja, uma férmula da forma A A —A, é preciso que se especifiquem os signi-
ficados da conjuncio e da negagio, pois 0 que é uma contradi¢do depende do
sistema légico utilizado. No caso quantico, o que temos ¢ uma soma vetorial,
que ndo tem as propriedades de uma conjungio (por exemplo a da logica clas-
sica — o leitor pode consultar um livro de 16gica para isso) e o complemento
ortogonal (os vetores |v) e |m) sio ortogonais um ao outro) nio tem as pro-
priedades da negagio (classica, pelo menos). O complemento ortogonal é uma
involugdo [DalGiuGre.o4]. Finalmente, para que tenhamos uma contradigio,
com o gato estando vivo e morto previamente a medida, seria necessario que
assumissemos que o gato possui (em sentido atual) as duas propriedades, que
elas pudessem assumir valores a0 mesmo tempo, o que é impedido pela meca-
nica quantica. O emaranhamento, como salientou Schrodinger, é a novidade,
o que faz a mecanica quantica realmente diferente da fisica classica e nio tem
uma ‘explicacio’ dentro desta. E a novidade. O gato, se dele podemos falar,
antes da medigio, nio estd nem vivo e nem morto, mas em uma terceira situa-
¢do, que é descrita pelo vetor (5.8), e que nio conseguimos explicar em palavras
(que sdo calcadas em nossa experiéncia com a fisica classica).
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Ha4 muita, realmente muita, literatura tratando do assunto. Mas insista-se

que € preciso cuidado para nio se extrair da mecanica quantica mais do que
ela pode fornecer. A fala (nossa inclusive) livre sobre o gato e sua situagio (o
seu estado) previamente a medigio, ao cientista ter feito a observagio, como
fizemos acima. Segundo Bohr, a mecanica quantica nio diz nada sobre isso: “é
errado pensar que a tarefa da fisica ¢ desvendar como ¢é a Natureza. A fisica
concerne [apenas] com o que podemos falar acerca da Natureza."E ¢ dele tam-
bém uma outra frase célebre:” “se a mecanica quantica nio produziu em vocé
um choque profundo, é porque vocé ainda no a entendeu."
E no entanto desejo do filésofo associar uma ontologia A teoria fisica.
Neste caso, devemos reconhecer que, antes da medida ser realizada, nio temos
o gato propriamente dito, mas uma entidade em estado de superposicio e esta-
dos. De que entidade estamos falando? Esta ¢ a questdo. J. -M. Levy-Leblond e
F. Balibar sugerem que se tratam de ‘entidades novas’, as quais eles sugerem o
nome quanton. Dizem eles

“Devemos abandonar a ideia de que todo objeto fisico é uma onda
ou uma particula. Nem é possivel dizer, como feito algumas vezes,
que particulas ‘tornam-se” ondas no dominio quantico e conversa-
mente, que ondas sio ‘transformadas’ em particulas. Nem deveria
ser dito que os objetos quanticos tém uma natureza dual, que ¢é si-
multaneamente ondulatéria e corpuscular (algo que ¢ um absurdo
logico, desde que os dois conceitos sio mutuamente exclusivos).

“E portanto necessario reconhecer que temos aqui uma espécie di-
ferente de entidade, uma que é especificamente quantica. Por esta
raz3o nds as nomeamos guantons,® mesmo sendo esta nomencla-
tura ndo utilizada universalmente. Esses quantons comportam-se
de uma maneira muito especifica ... " [LevBal.96, p.69]

2.3. O fascinio pelo emaranhamento

Como salientam Susskind e Friedman [SusFri.14, p.167], ha dois fatos que fa-
zem com que o emaranhamento seja tdo “fascinante” (aqui com adendos):

7Um google em "Bohr quotes"apresenta muitas outras de suas citas.
8esta teminologia ja havia sido utilizada por Mario Bunge anteriormente como sind-
nimo para microsistema. Ver [Bun.73, p.94].
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1. O estado emaranhado é uma descrigio completa do sistema, no sentido
de que nada mais pode ser conbecido sobre ele. Este ¢ um pressuposto que
val contra a ‘visdo realista’ de Einstein, mas era adotado por Bohr e
outros.

2. E um estado que fornece informagio sobre o estado conjunto, ¢ nada
pode ser conhecido sobre os sistemas individuais. A isso denomina-se ho-
lismo. Em outros termos, aparentemente a mecanica quantica permite a
existéncia de entidades A e B que, mesmo estando em locais separados
espacialmente, tém estados que ndo podem ser descritos um sem referén-
cia a0 outro. Deste modo, esses sistemas nio fariam parte de ‘realidades
independentes’, mas sim de um composto unindo (emaranhando) os es-
tados de A e de B em uma totalidade.

Esta segunda situagdo, a de que ha um vinculo (ou correlagio) entre os
dois (ou mais) estados, é importante e constitui o que de mais estranho e re-
levante ha em mecanica quéntica, sendo fundamental em experimentos e em
informagio quantica. Para dar uma ideia, vamos apontar para mais um exem-
plo de uma situagio envolvendo correlagio quantica. Primeiramente, devemos
constatar que correlagdes existem mesmo em sistemas classicos, descritos pela
fisica classica, como supostamente é o Dr. Bertlmann, amigo do grande fisico
John Stewart Bell. Bell imaginou a seguinte experiéncia de pensamento. O Dr.
Bertlmann sempre veste meias com cores diferentes e sempre de modo impre-
dizivel, de sorte que, sem olhar, jamais seremos capazes de saber a cor de suas
meias. Mas fica claro que se a do pé direito é verde, a do esquerdo ¢ de uma
outra cor. Portanto, as cores das meias saem de casa com o Dr. Bertlmann
correlacionadas. Se ao nos depararmos com ele constatamos que a meia do pé
direito é rosa, sabemos imediatamente (ou seja, predizemos com probabilidade
igual a 1) que a do pé esquerdo nio é. Isso nio tem mistério algum. Poderiamos
ser levados a pensar que o emaranhamento quantico seria algo do mesmo tipo.
O problema da mecanica quantica, no entanto, nio é assim simples. Em um
artigo célebre [Bel.g7], John Bell explicou as razdes disso.

Em linhas gerais, e a descrigdo aqui s6 pode ser assim informal, pois se trata
de um dos fendmenos quanticos mais surpreendentes, é que no caso quantico
ndo ha nada nem ninguém dizendo ao Dr. Bertlmann que meias vestir pela
manhd. Na verdade, para simular o caso quantico, devemos assumir que nem
ele sabe a cor de suas meias, pois as veste no escuro, mas os pares de meias
foram ‘preparados’ para que cada par contenha uma de cada cor, se depois
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foram colocados aleatoriamente em sua gaveta de meias. A Unica coisa que
sabemos, e que ele mesmo sabe, é que suas meias partilham um estado de
superposi¢io rosa-outra cor, verde-outra cor, e assim por diante, mas sem saber
que cores sdo. E é somente quando a meia é observada, ou seja, quando se
faz uma medigdo que a cor surge; antes, pelo menos segundo a interpretagio
padrio, dita Interpretagio de Copenhague (devida principalmente a Bohr e
Heisenberg, Jordan, Pauli e Born), nada pode ser dito sobre a cor das meias;
¢ como se 70 ato da medida a cor da meia fosse estabelecida. Pascual Jordan,
salu-se com esta:

“Observagdes nio somente disturbam o que esta para ser medido,
mas produzem [o resultado da] a medida ... Compelimos [diga-
mos, um elétron] a assumir uma posi¢do definida ...[Mas] nds
mesmos produzimos os resultados das medidas.” (citado por [Mer.gs]

Einstein, que era um realista (veja mais abaixo), nunca aceitou isso, sempre
acreditando que Bertlmann ou alguém em sua casa haviam determinado as
cores das meias desde o inicio e nos competiria simplesmente em estabelecé-
las. Ou seja, ao ir a universidade, as meias de Bertlmann ‘levariam consigo’
as suas cores pré-estabelecidas (esta analogia é algo complicada, pois no caso
das meias e de outros objetos ‘classicos’, é dificil conceber que isso possa nio
ser exatamente como einstein pensava. Mas este é o modo ‘classico’, realista,
de pensar, que é contestado pela mecanica quantica). Com efeito, no mundo
quantico isso nio é assim; segundo a escola de Copenhague, as meias nio tém
cor antes de serem observadas. Estranho? Sim de fato, porém experimentos
recentes (e principalmente os realizados depois de 1982, quando se estabeleceu
um procedimento rigoroso e padronizado para se medir essas coisas), parece
que nio pode haver mais dtvidas: Bohr estava certo e Einstein errado.

Vamos ver isso de um modo um pouco mais técnico com uma caracteris-
tica tipicamente quantica, o spin. Temos duas particulas de spin-1/2, digamos
um elétron (particula 1) e um pésitron (particula 2), obtidas (por decaimento)
de uma particula de spin o em um ponto O, conforme a figura s.1. Daqui
para a frente, nesta se¢do ao menos, abandonaremos o simbolo ® de produto
tensorial.

Digamos que o eixo escolhido para medir o spin seja o eixo z. Entdo, em O,
o sistema composto pelas duas particulas ¢ dado pelo vetor abaixo, a menos do
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A o B
=

«— —
O
Figura s.1: Um tipico caso de emaranhamento.

fator de normalizagio \/LE’ que omitiremos, e escolhemos o sinal menos porque

tanto elétrons como pdsitrons sdo férmions (o positron € a anti-particula do
elétron), lembrando que |u) e |d) denotam os estados UP e DOWN na direcio
Z:

[¥12) = ludlda) = di )luz). (5.9)

Assim, se medimos o spin do elétron na direg3o z e constatamos que ele
esta UP, o estado colapsa imediatamente (e de forma nfo determinista, pois
tudo o que podemos avaliar s3o probabilidades) no estado |u; )|d2) pelo Lema
do Colapso que veremos mais & frente. Deste modo, podemos constatar que o
spin do positron estd no estado DOWN. Até ai, aparentemente, nada de mais.
O problema é que podemos escolher uma outra direg3o, digamos x, de forma
que teriamos (lembrando que |r}) e |/} denotam os estados LEFT e RIGHT na
dire¢io x):

lri) =lup) +1d1), |r2) =u2) +1d2), (5.10)

1) = |ur) =1dr), |l2) = lu2) =d2), (s-11)

Na diregdo x, encontramos portanto

rON) = [)r) = (jur) +1d1)) - (lu2) = |d2)) = (1ur) = |dn)) - (lu2) + |d2)) =

= lun)luz) —lu)ldz) +1d)lluz) = ldilda) = luluz) = luplda) + |di)luz) +|di)ld2) =

= =2(lun)ld) —Id1)luz)) = =2l12).

Ora, j4 sabemos desde o inicio que um multiplo escalar de um vetor de
estado denota o mesmo estado pois estio no mesmo 7ay. Assim, os estados
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[12) € =212). representam os mesmos estados, mas agora podemos imaginar
que o sistema estd em uma superposi¢do do elétron ‘girando’ (spining) para a
direita e o pdsitron para a esquerda na diregio x.

Isso indica que, se agora A quiser medir o spin do elétron na dire¢io x sem
avisar B e achar RIGHT, saber4 que se B medir achara LEFT necessariamente.
E isso é comprovado em laboratério. Vamos ser um pouco mais explicitos,
pois com isso vocé aprendera um pouco mais de mecanica quantica através do
formalismo que vimos empregando. O interessante ¢ que vocé pode mudar
a direcio da medida, assim como Bertlmann mudava de meias, e os valores
de spin (ou a cor da outra meia) muda em consonancia, sem que seja preciso
preparar nada (contar a cor colocada em um dos pés para saber que a outra sera
diferente). E isso é verificado em laboratério.

A pergunta a se fazer é: por que nio podemos supor, como queria Einstein
em sua hipotese realista, que as particulas j4 tenham todas as suas propriedades
e seus valores pré-determinados quando produzidos em O, como por exemplo
os valores de spin nas dire¢des, de forma que tudo o que necessitamos fazer
¢ medir em uma dire¢io para saber a da outra instantaneamente sem preci-
sar medi-la ? Einstein ainda argumentava a favor da localidade, uma hip6tese
que diz, resumidamente, que os eventos acontecem localmente, ou seja, se re-
alizamos um experimento em um ponto Pj, para que algo se reflita em um
outro ponto Py, é preciso que algum tipo de informag3o seja transmitida de
P para Py, e isso, de acordo com a relatividade restrita, nio pode ser feito
a uma velocidade maior do que a da luz. Em particular, nio pode ser feita
instantaneamente.

O estado emaranhado diz unicamente que os spins das duas particulas
de nosso exemplo continuam correlacionados, nio importando quéo distantes
elas possam estar uma da outra; se uma é medida UP, a outra tera spin DOWN
devido a esta correlagdo e a nada mais (nfo ha velocidade supra luminar para
informagio, nio ha telepatia, nada!).

A resposta técnica a Einstein, que na literatura é denominada de realismo
local, nfo ¢ simples de ser dada e nfo a repetiremos aqui pois isso nos des-
viaria bastante, ainda que constitua o cerne da mecanica quantica atual, e foi
alcangada a partir dos anos 1960 principalmente devido aos trabalhos de John
S. Bell (1928-1990). O que resulta, e hoje em dia se tratando de um fato in-
dubitavel,? é que a hipotese realista local de Einstein nio pode ser mantida.

9Experimentos recentes sugerem que todos os loopholes (falhas) dos experimentos
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Tem-se como certo que a mecanica quantica ¢ n3o local, ou seja, que de fato
acontecem coisas ‘instantaneamente’. No entanto, a relatividade restrita nio
¢ afetada, porque nenhuma informagio estd sendo transmitida. O que se sabe
em B a partir do que se realizou em A se deve a correlagdo quantica, um fend-
meno que nio tem contra-parte na fisica classica e que tem chamado a atengio
dos cientistas pelas suas possiveis aplicagdes, como em informagdo quantica,
conforme ja dito antes. Nas nossas referéncias bibliografica, encontram-se dis-
cussdes sobre esses temas.

Pelo menos vocé est vendo como a Algebra Linear nos ajuda a encontrar
uma descri¢do matematica para essa "confusio quantica”.

anteriores foram suplantados.



6

AL(}EBRA LINEAR E
MECANICA QUANTICA

EREMOS neste capitulo como a Algebra Linear, mais especificamente a
teoria dos espagos de Hilbert," pode ser utilizada para uma formula-
¢do da mecinica quantica padrio (nio-relativista). Ndo iremos muito

longe, pois o assunto é amplo e necessitaria de uma discussio profunda, en-
quanto que aqui o que tencionamos € dar ao leitor uma ideia de como os
instrumentos da Algebra Linear sio utilizados. Para um tratamento mais deta-
lhado, recomendamos [Pru.g1].

A sugestio dessa abordagem é devida a von Neumann. Dissemos #ma for-
mulagdo porque ndo hd um dnico modo de apresentar a teoria, e escolhemos
uma enfatizando o papel estrutural das teorias fisicas. Detalhes sobre a abor-
dagem & mecanica quantica envolvendo espagos de Hilbert podem ser encon-
trados na literatura; outros textos excelentes sio [Hug.g9], [Ish.9s], [Red.g7],
[Gri.11].

Os postulados da MQ_implicam que se conhecemos o estado do sistema
em um tempo 7, conheceremos o seu estado em qualquer outro tempo 7, an-
terior a 7 ou a ele posterior. Ou seja, o estado do sistema evolui determinis-
ticamente pelas leis dinimicas do sistema, centralizadas na célebre equagio

'A generalizagio da Algebra Linear para o tratamento de espagos de dimensdes
infinitas requer um aparato matematico mais sofisticado, que aqui nio seré apresentado,
como ja alertado antes. Nesses casos, manteremos nossa descrigio informal.
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de Schrédinger. Esta equagio, em uma de suas formas, pode ser apresentada
como segue.

H4 um operador unitario e limitado U(r) que age sobre o vetor de estado
em um tempo 7, de forma que |(?)) fica determinado desde que saibamos seu
estado em um tempo inicial 7y pela (uma das versGes da) equagio de Schrédin-
ger

(1) = Ul (10))- (6.1)

Susskind e Friedman fazem uma observagdo importante, que citamos:

“...conhecer o estado quantico [de um sistema] nfo significa que
possamos predizer com certeza o resultado de um experimento.
Por exemplo, saber que o estado de spin é |r) pode nos dizer do re-
sultado de uma medigdo de o, mas n3o nos diz nada acerca da me-
digdo de o; ou de oy. Por esta razio, a equagio [(6.1) precedente]
nio corresponde ao determinismo classico. O determinismo clas-
sico nos permite predizer os resultados dos experimentos. A evo-
lugdo quantica dos estados permite-nos computar probabilidades
dos resultados de experimentos posteriores." [SusFri.14, p.9g]

E eles continuam:

“Esta é uma das diferengas centrais entre as mecanicas classica e
quantica. Ela remonta a disting3o entre estados e medidas (...) Na
mecinica clssica, ndo ha diferenca real entre estados e medicdes.
Na mecanica quantica, a diferenga é profunda.” (ibid.)

Com efeito, ¢ bom que o leitor tenha em mente uma das diferencas funda-
mentais entre as mecanicas classica e quantica. Naquela, assume-se como um
postulado que qualquer sistema fisico tem suas propriedades assumindo valores
bem determinados em qualquer instante de tempo. Todas elas. Se ndo conhe-
cemos algum desses valores, isso de deve a problemas nossos ou de nossos apa-
relhos de medida, mas eles existem! E justamente ai que entram as probabilida-
des, como medida de nossa ignorancia. Na quantica, como a frase citada acima
sugere, isso ndo ¢ assim: podemos saber o estado do spin porque o medimos
oy, mas isso ndo implica que possamos saber oy; alids, ndo podemos saber! Pois
ndo podemos conhecer valores de spin em dire¢Ses distintas simultaneamente,
uma vez que os operadores que representam os observaveis correspondentes
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ndo comutam. Somente temos probabilidades, que entram na teoria nio como
medida da nossa ignorancia, mas de modo essencial. Analises mais detalhadas,
no entanto, exigem mais do que o exposto neste texto.

1. Ignorancia do estado: operador de densidade

Acima consideramos unicamente os chamados estados puros, que desempe-
nham o papel de concentrar toda a informagio disponivel sobre o sistema em
um dado momento. No entanto, hi também situagSes em que somos ignoran-
tes sobre o estado do sistema, e 0 maximo que podemos fazer ¢ atribuir uma
probabilidade a cada um dos estados possiveis. Digamos que [y/1), [¥2), ..., )
sejam os estados possiveis e que temos uma fonte de particulas que pode ofere-
cer como output esses estados, cada um com uma probabilidade w;. Obtemos
como estado do sistema algo do tipo

W) = wilh1) +walf2) + -+ walthn), (6.2)

onde os w; representam probabilidades (logo, >, w; = 1).

Tais estados sio misturas estatisticas ou simplesmente misturas.> Tanto
estados puros quanto misturas podem ser descritos por meio de operadores
densidade. Vejamos do que se trata, ainda que sem os detalhes mais técnicos
(neste ponto, basicamente seguimos a exposi¢io em [Tor.99, p.345-7]).

Omitiremos a variavel temporal 7, e supomos que o sistema estid em um
estado puro representado por um vetor unitario (ou normalizado, como pre-
ferem os fisicos) |). O operador estatistico representando este estado é sim-
plesmente o operador de projecdo Ej:

P =Eyy = W)yl (6.3)

Seja agora {|y;)} uma base ortonormal tal que |¢) = X, cily;). Claro que
sabemos que os ¢; sio os coeficientes de Fourier ¢; = (). Assim, a matriz re-
presentativa de p na base ortonormal dada tem os elementos (conforme pagina

*E interessante notar como agem os fisicos. Essas probabilidades w; que atribuimos
sdo probabilidades subjetivas, ao passo que o computo das probabilidades pela Regra
de Born é (supostamente) de uma probabilidade objetiva. Na verdade, a natureza da
probabilidade quintica é algo ainda em aberto — ninguém sabe direito do que se
trata.
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53) pij = Wiloly ) = Wil Wl ;) = cicy. Assim,
Tr(p) = Zpii = Z leil* =1, (6.4)
i i

tendo em vista que |) € unitario. O valor esperado da medida de um observa-
vel A para o sistema no estado |y) pode ser expresso em termos do operador p
como segue:

Ay = WIAWY = > Wil ) i) =

iJ

= D@l wilAv) = Y il wildly) =
] ]

= > WAl ) = Tr(pA).
J

Ou seja,
(Adyy = Tr(pA). (6.5)

A descrigio dada por meio do operador densidade, ou pela matriz densi-
dade, o que resulta no mesmo, é mais geral e abrange todos os casos. O caso
particular dos estados puros pode ser obtido quando se considera apenas um
termo na decomposi¢do 6.2. Na verdade, ha até um critério para sabermos se
o estado ¢ puro: o trago de p? deve ser igual a 1; se for menor que 1, trata-se de
uma mistura (mas nio entraremos aqui nesses detalhes).

Vamos considerar um caso particular de duas particulas em estados possi-
veis |¢1) e [2) com probabilidades wy e wy respectivamente, e seja

[y = wilr1) +walg2).

Seja A um observavel. Se o estado [y for puro sabemos que (A)y, = (WIAlY),
e que no caso de uma mistura, temos (A)y =wi{A)y, +w2(A)y,. Logo

(Ayy = wiW1lAln ) + waalAly).

Mas também temos que (Y|Aly) = Tr(pA), sendo p = w1 X1 | +wal ) Wol.
O operador de densidade descreve toda a estatistica da situagdo em que algu-
mas medidas podem dar |y|) e outras [f2). Se o sistema envolve duas particulas
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de spin-1/2 (como dois elétrons) e se podemos ter metade das vezes spin 1/2 e
metade -1/2 em uma direcdo, o operador de densidade sera (com u para UP e

d para DOWN)

p =5 () + 5{(>id) = 51

expressio esta que carrega uma informagio importante: [u){(u| é UP na dire¢io
(suponha z) e |d){d| ¢ DOWN na mesma direcio.

No entanto, olhando para %1, nio obtemos informagio alguma sobre a
dire¢do a ser medido o spin. Deste modo, podemos dizer que é possivel tomar
o spin em qualquer dire¢do que se deseje, e o resultado sera sempre o mesmo.
Finalmente, observamos que a mistura

p = 3(1wd) + 5(14xa)

¢ completamente diferente do estado puro %(Iu) + Id)). Frequentemente, diz-

se que este tltimo indica que metade das vezes o spin é UP e metade das vezes
¢ DOWN, mas isso é equivocado.
Na verdade, como vimos na expressio (3.14), temos por exemplo

1
V2

Assim, enquanto que |u), tem uma dire¢io bem definida, 0 mesmo nio se
pode dizer de 31.

()= +1d)z)-

) = Ir)y =

2. O Principio da Indeterminagio

Nesta se¢do, vamos fazer uma digressio sobre um dos principais conceitos da
mecanica quantica, introduzido por Werner Heisenberg em 1927, o Principio
da Indeterminagio (antes, mas ainda muitas vezes, denominado de Principio de
Incerteza). Isso mostrara o uso de alguns conceitos introduzidos antes, como o
comutador (se¢do 1.2), o valor esperado, e compatibilidade e incompatibilidade
de observaveis.

Na mecanica quantica, contrariamente a0 que ocorre na mecanica clas-
sica, ha observaveis que ndo comutam, ditos incompativeis. Isso quer dizer,
em linguagem informal, que eles ndo podem ser medidos simultaneamente.
Exemplos tipicos sdo a posi¢io e 0 momento de uma particula. Na mecanica
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classica, por outro lado, é um pressuposto que todos os observaveis podem as-
sumir valores simultaneamente, e a medida de um deles nio afeta as medidas
dos demais. Mas, na mecanica quantica, se medimos a posi¢io de uma parti-
cula, depois medimos seu momento e depois novamente a posi¢io, a segunda
medida da posi¢io pode fornecer um resultado diferente da primeira medida.
Isso se deve ao fato de que a medida do momento coloca a particula em um
auto-estado de momento (ou seja, em um estado que ¢ descrito por um auto-
vetor do operador que corresponde a0 momento), e isso deleta a informagio
antes obtida pela medida da posi¢io. Isso ocorre também com o spin, por
exemplo. Se medimos o spin em uma dire¢io e depois em outra, uma nova
medida do spin na primeira dire¢do pode fornecer um resultado diferente da
primeira, o que se atesta experimentalmente pelo chamado experimento de
Stern-Gerlach [Alb.94, Cap.1], [Hug.g9, Int.]. Mas voltemos & posigio e ao
momento.

No caso em que a medida de uma grandeza afeta a medida de uma outra,
dizemos que elas sdo incompativeis, e que sio compativeis em caso contrario.
Matematicamente, temos a seguinte caracterizagio; as trés afirmagdes a seguir
sdo equivalentes:?

1. Os observaveis A e B sio compativeis.

2. Os operadores correspondentes A e B tém uma base de auto-vetores em
comum.

3. Os operadores AeB comutam, isto ¢é, [A,E] =0.

O Principio de Indeterminagio entra justamente para dar uma ideia de
guanto a medida de um observavel pode influenciar a medida de outro. Colo-
cando em outros termos, em vez de considerarmos uma sucessio de medidas
dos observéveis A e B, ‘preparamos’ um grande niimero de sistemas de mesmo
tipo (ou ‘idénticos’ no linguajar do fisico) e medimos A para metade deles e B
para a outra metade, o que fornece valores esperados (A) e (B), que terdo desvio
padrio oa e op respectivamente.* Entdo podemos falar em termos de certos
estados para os quais A e B sio ambos aproximadamente definidos, a saber,
quando seu desvio padrio ¢ pequeno. Os valores 04 € o podem ser nulos, no

3Para um argumento sobre a equivaléncia dessas trés afirmativas, ver [Sch.15].
4O desvio padrio fornece a informagio de quanto a medida se ‘desvia’ do valor
esperado. Veja mais abaixo, equagio 6.14.
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caso em que o estado em questdo ¢ um auto-vetor do operador correspondente
ao observével que esta sendo medido. Se A e B sdo compativeis, podemos en-
contrar auto-vetores para os quais tanto o4 quanto og sio nulos (devido ao
fato 2 acima), mas se eles sio incompativeis, entio deve valer a seguinte forma
geral do Principio de Indeterminagio:

1.
Ou OB > '2—i<[A,B])|, 6.6)

o qual diz que ndo hd estado para o qual o produto dos desvios padrio seja
menor do que a quantidade que esta no lado direito da desigualdade acima.
Para o caso especial de posi¢do e momento, como [X,P] = i.fi (conforme a
secdo 1.2), a desigualdade anterior assume a conhecida forma

h
ox-Op> 7 (6.7)

No caso geral (6.6), o lado direito da desigualdade envolve o valor espe-
rado do comutador dos observaveis A e B. Para o caso de eles serem compati-
veis, [A, B] = 0. Para objetos macroscépicos, o valor % torna-se negligenciavel
de forma que o Principio de Indeterminagio nio coloca obstaculos, e assim
até mesmo posi¢io e momento podem ser medidos simultaneamente, como
ocorre na mecanica classica.

3. Uma formulagio

Na linha de trabalho proposto por Patrick Suppes, (ver [KraAre.16]), apre-
sentamos nesta segio uma versio axiomatica para a mecanica quantica nio
relativista que leva em conta um conjunto de sistemas fisicos.

Definigdo 3.1 (Mecanica quantica). Uma mecanica quantica nio relativista ¢
uma estrutura da forma

Q=(S.{Hi}.1A;j}.10a). BR)), com i€, je J ke K
onde:

1. § é uma cole¢io’ cujos elementos sio chamados de ofjetos fisicos ou
sistemas fisicos.

Questiona-se de essa colegdo pode ser considerada como sendo um conjunto no
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2. {H;} é uma colegdo de espagos de Hilbert separaveis cuja cardinalidade
depende da particular aplicagio em anlise.

3. {A;;} é uma colegio de operadores auto-adjuntos (ou hermitianos) sobre
um espago particular H;.

4. {Ui} € uma colegdo de operadores unitarios sobre um espago de Hilbert
particular H;.

5. B(R) é a colecio de borelianos da reta real.
6. Os postulados abaixo devem ser satisfeitos.

Por simplicidade, o leitor pode assumir que B(R) encerra uma cole¢do de
intervalos da reta real nos quais podem ser encontrados os valores da medida
dos observaveis, que sio auto-valores de operadores auto-adjuntos (hermitia-
nos), logo niimeros reais.

Mais tecnicamente, ‘boreliano’ ¢ o termo utilizado para designar subcon-
juntos de R, ditos conjuntos de Borel, que tém as seguintes caracteristicas,
algo técnicas. Considere um conjunto qualquer S, e considere a colegio B(S)
de subconjuntos de S tais que: (i) § € B(S); (ii) se A € B(S), seu complemento
S —A e B(S); (i) se Aj,A,,... ¢ qualquer colegio contavel® de subconjuntos
em B(S), entdo sua unifo | J;2; A; € B(S). Neste caso, B(S) é um campo de Borel
de S. Se X é uma colegio qualquer de sub-conjuntos de S, 0 menor campo de
Borel de § (no sentido de estar contido em todos os outros) que contém X é o
campo de Borel gerado por X. Considere agora o campo de Borel do conjunto
dos nimeros reais, B(R), gerado pelos conjuntos abertos de R. Os conjuntos
de B(R) sio chamados de borelianos de R. As suas propriedades sio uteis a
matematica e a fisica quantica, mas nfo nos interessam aqui.

O formalismo dos espagos de Hilbert, cujos postulados veremos em mo-
mentos, nio fala do espago e nem do tempo. No entanto, para qualquer apli-
caglo, esses conceitos devem constar de alguma maneira. Nosso modo de con-
sidera-los é dado pela seguinte definigio.

sentido usual da palavra. Um conjunto, como usualmente qualificado, é uma colegio

de objetos distintos uns dos outros. No entanto, em se tratando de objetos quanticos,

devido a possibilidade de eles serem indiscerniveis, isso pode ser problematico do ponto

de vista dos fundamentos; para uma anélise desta problematica, ver [FreKra.o6].
®Finito ou enumeravel.
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Definigdo 3.2. A cada sistema fisico s € S associamos uma 4-upla da forma
(E*y(x,0,A,P).

Aqui, E* é 0 espago-tempo de Newton-Galileo, o mesmo da mecanica clas-
sica,” mas o leitor que desconhece este conceito pode pensar no espago vetorial
R* munido do produto interno canénico. Cada ponto deste espago é descrito
por uma quadrupla ordenada (x,7) = (x,y,z,1), onde X = (x,y,z) denota a tripla
das coordenadas ‘espaciais’ do ponto (relativamente a base candnica) e ¢ € um
parametro que percorre a reta real ou um intervalo desta reta, e representa
o tempo. O negrito em x indica que se trata de um vetor. ¥(x,7) é uma fun-
¢do com dominio E*, dita funcio de onda do sistema. Mais abaixo veremos
como ela pode ser obtida. Por outro lado, A € B(R) é um boreliano, enquanto
que P ¢ uma fungdo definida, para algum i (determinado pelo sistema s), em
H; x {A,-j} x B(R) e assumindo valores em [0, 1]. Os valores de P(, A, A) € [0, 1]
representam a probabilidade de que a medida de um observavel A (represen-
tado por um operador auto-adjunto A) para o sistema no estado ¥(x,?) esteja
no boreliano A.

Podemos ver mais de perto a relagdo entre o vetor de estado e a fungio de
onda do seguinte modo. Vamos considerar a situagdo de uma tnica particula
movendo-se a0 longo do eixo x e seja X o operador de posi¢io, que como j4
dissemos tem um espectro continuo.8 Deixemos (x,?) representar a posi¢io do
sistema no tempo . Subentendendo 7, a posi¢io é dada simplesmente por x.
Seja {|x;)} uma base para o espago de Hilbert dos estados de posigio, que neste
caso tem dimensdo infinita — os fisicos dizem que o sistema tem infinitos grans
de liberdade. Ora, o estado |y do sistema em um dado instante é combinacio
linear dos vetores da base, e como estamos em dimensio infinita, o somaté-
rio com o qual estamos acostumados d4 lugar a uma integral, mas a ideia é a

7Na relatividade restrita, o espago-tempo ¢ denominado de espaco-tempo de Min-
kowski; na relatividade geral, a descri¢io é distinta e bem mais complexa.

8Muitas vezes, quando temos operadores com espectro continuo, temos que fazer
alguns truques matemadticos para ainda dizer que os operadores tém auto-vetores de
modo a formarem uma base, o que nos exige trabalhar em espagos de Hilbert ‘equipa-
dos’, ditos rigged Hilbert spaces pelos fisicos, que sdo obtidos adicionando-se a teoria
dos espagos de Hilbert o que se denominam distribuigdes, como a fungdo delta de
Dirac. Mas pularemos esses detalhes mais técnicos aqui. O leitor interessado pode con-
sultar [Mad.os], ou entdo as explicagBes dadas em [Hug.g9, §1.5].
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) = fxl'lxl)dx,

onde x; = (x;|) sdo os coeficientes de Fourier da expansio dada. Esses coefi-

mesma:

cientes sdo definidos como sendo as fun¢Bes de onda (agora sem a notagio de
Dirac):
Y(x,1) = (xily(2)).

Situagdes mais gerais envolvendo a fun¢fo de onda relativa a outros opera-
dores podem ser vistas em [SusFri.14, p.134].

Como veremos abaixo, o quadrado da fun¢io de onda é o mais importante:
[ (1))I? nos da a probabilidade de encontrarmos a particula em x;. Como j4
deve ter ficado claro, isso é tudo o que temos: probabilidades.

3.1. Os postulados

Postulado 1 A cada sistema s € S associamos um espago de Hilbert com-
plexo separavel H € {H;}. Sistemas compostos sdo associados a espagos de Hil-
bert que sdo produtos tensoriais dos espagos de cada um dos sistemas compo-
nentes.

Postulado 2 Os vetores dos sistemas unidimensionais de H denotam os esta-
dos em que o sistema pode se apresentar. Esses espagos sio chamados de rays.
Para simplificar a notagio, cada ray é representado por um vetor unitario que
o gera, de modo que, por abuso de linguagem, podemos dizer, como fazem a
grande parte dos textos de fisica, que os estados do sistema sio descritos por
vetores unitarios do espago de Hilbert. Esses vetores sio denominados de esta-
dos puros. Estados de mistura foram mencionados acima, os quais sdo dados
por matrizes (ou operadores) densidade.

Se [¥) e |¢) denotam estados de um sistema o, entio qualquer combina-
¢do linear desses estados, ou seja, expressdes da forma aly) + blg), para a e b
numeros complexos, também representam estados do sistema. Tais estados sio
superposi¢des dos estados dados. Esta hipdtese (de que os vetores superpostos
também denotam estados) é denominada de Postulado da Superposicio.
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Postulado 3 Cada observavel fisico A, como posi¢io, momento, carga elé-
trica, spin, etc. ¢ representado por um operador auto-adjunto A sobre o espago
dos estados. O Postulado da Quantizagio diz que os valores possiveis da me-
dida de um desses observaveis pertence ao seu espectro, a colegio de seus auto-
valores. Assim, para fazer jus a nossa estrutura introduzida acima, podemos
dizer que a cada observavel A associamos um operador A €lA; nE

Postulado 4 [Regra de Born] Dado um sistema s € S, a ele associamos um
espago de Hilbert H. Seja A um observavel a ser medido quando o sistema
esta em um estado |). Seja {ley)} (n = 1,2,...) uma base ortonormal para H
formada por auto-vetores do operador auto-adjunto A que representa A. De-
notemos por a, os respectivos auto-valores, ou seja, Ala,) = aylay). Entio exis-
tem escalares (em geral, nimeros complexos) ¢ ; tais que [y = 3, jc Jjlaj), com
Z]-chl2 = 1. Além disso, sabemos o que sdo os c¢j; eles sio os coeficientes de
Fourier da expansio, ou seja, ¢; = (@;l). A Regra de Born, ou Algoritmo
Estatistico nas palavras de Redhead [Red.g7, p.g] (que estamos seguindo neste
postulado), diz que a probabilidade de que a medida de A para o sistema no
estado i) seja um autovalor a, (lembre que pelo Postulado da Quantizagio
os valores possiveis estio no espectro de A) ¢

Proban)ly’ = > leff= > Kyl (6-5)

j/aj:an j/a_j:an

O somatorio corresponde a soma dos quadrados de todos os coeficientes
iguais a a,. Se ha mais de um, isso quer dizer que o operador tem auto-valores
repetidos, que sio entio considerados, e € dito ser um operador degenerado.
Caso todos os auto-valores sejam distintos, o operador é ndo degenerado e
neste caso haveria um Unico termo a ser considerado, e poderiamos escrever

Prob(a,)y” = l¢;* = Ka i)l (6.9)

Como ja vimos antes, misturas, ou mesclas estatisticas aparecem quando
somos ignorantes acerca do estado do sistema, ou seja, em qual estado entre
os vetores do conjunto {|;)} (i = 1,...,k) esta o sistema. Para dar uma melhor

9Repare o que os indices estdo dizendo: ha uma classe de operadores auto-adjuntos
indexada por j que tem vinculo com o espago de Hilbert dado, que foi indexado por i.
O mesmo vai acontecer abaixo com os operadores unitarios.
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descrigdo, nio custa dizer o que acontece nesses casos, mesmo que saltemos as
explicagdes detalhadas. Expressamos nossa ignorancia pela introdugio de ‘pe-
sos probabilisticos’ w; (que sio probabilidades subjetivas) para indicar a pro-
babilidade de encontrarmos o sistema em um dos estados suspeitos. Claro que
devemos ter Zi.‘:l w; = 1. Suponha que A = {a,,,dpm,, ...} é€ um subconjunto de
auto-valores de A. Entfo a Regra de Born vai dizer que a probabilidade da
medida de A para o sistema no estado |) ¢ dada por

k
Prob(A)y = > wi- > Kyl (6.10)
i=1

j/an:am] Sy 5--

Da mesma forma obtemos a probabilidade da medida estar em A para

o caso de estados puros (nfo misturas), simplesmente ignorando os pesos w;
acima, ou seja,

Prob(A)Y’ = Z el )P (6.11)

Jjlan =my sAmy »--
Este postulado permite ainda que indiquemos a forma de se calcular o va-

lor esperado da medida de A para o sistema no estado ), a saber, a expressido
p p P
que ja é nossa conhecida,

Wy = Y ajles? = Wiy, (6.12)

J

A notagfo é uma simplificagdo para (l,[/|A(|d/))). O que esta expressio esta
nos dizendo? Se arrumarmos a notagio, pondo

n n

Ay = ) cillad = ) cjailay),

J=1 J=1

vem que

Wil = (Y cjtap| Y ejaja) = Y chejagajla =Y lejfaj.

Portanto,
n

Ay = ) ajlejl (6.13)

J=1
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Resulta da defini¢do acima que podemos definir uma quantidade que re-
presenta a incerteza na medida de um observavel A, ou o desvio padrio de A,™

a saber,
T4 = V(AZ) = (A)?, (6.14)

onde A2 = A.A. O desvio padrio de A indica o quanto a medida varia (‘disper-
sdo estatistica’) em relagio ao valor esperado. Se o valor é baixo, indica-se que
ha uma ‘tendéncia’ a que os valores obtidos estejam proximos a média."’

Postulado 5 [Postulado da Dinimica] Se o sistema em um instante f, esti em
um estado |y(f))), entdo em um tempo distinto ¢ ele evolui (evolugio unitaria)
para um estado [(r)) de acordo com a equagdo de Schrédinger

w () = Uw(1o), 6.15)

onde U € {Uy} é um operador unitério.

Se {U(r)} é uma familia de operadores unitarios sobre um espago de Hil-
bert H, dados em fungio de um parimetro real r relativamente ao qual sdo
continuos (que entenderemos como representando o tempo), entio se esses
operadores satisfazem a condigio U(# + 1) = U(11)U(12) para todos 1,1 € R,
pode-se mostrar que existe um Unico operador H satisfazendo

U(t) — e—th’

para todo € R, sendo e’ = cos(tH) — isin(rH). O operador H é o opera-
dor hamiltoniano, e representa a energia do sistema. Uma das formulagdes
da equagio de Schrodinger pode ser dada agora em fungio do hamiltoniano,
da seguinte forma:

. Oly)
—ih—= = Hy), 6.16
ih—"==Hly) (6.16)
onde i é a nossa conhecida unidade imaginéria e i = 2 é a constante reduzida
de Planck (a constante de Planck é o &).

°Intuitivamente, representa o quanto os valores das medidas realizadas —recorde
que em fisica praticamente nunca de realiza uma s6 medigio— se distribuem em torno
do valor (A)yy.

""Em estatistica, o desvio padrio de uma varidvel aleatdria X é definido como ox =

V(X2 = (X)2.
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Ha casos particulares desta equagio, como exemplificaremos a seguir, mas
antes vamos recordar de algo ja dito antes a pagina 37 e mais acima. Na versio
da mecanica quantica que estamos delineando, que ¢ denominada de mecanica
de ondas (devida a Schrodinger), o estado de um sistema fisico é descrito, como
vimos a pagina 37, por uma entidade matematica chamada fungio de onda,
Y(x,1), sendo x = (x,y,z) uma variavel que representa as coordenadas espaciais
do sistema, enquanto que 7 representa o tempo, a qual satisfaz a equagio mais
geral

f " W (x,0)>dx = 1. (6.17)

o0

Repare que o somatorio foi aqui substituido por uma integral porque o ob-
servavel fisico em analise € a posicdo do sistema (que pode ser qualquer ponto
sobre o eixo real), logo trata-se de um operador com espectro continuo. Ade-
mais, nesta mecanica, como se vé pela equagdo de Schrédinger, é o estado do
sistema que evolui, pois ¢ ele que estd sendo derivado relativamente ao tempo.
Isso é relevante porque ha (pelo menos) uma outra interpretagio devida a Hei-
senberg, na qual a evolugio ¢ descrita em termos da evolugio dos operadores.'?
Nio abordaremos a versio de Heisenberg aqui, mas ¢ relevante observar que
Schrédinger mostrou, como se acredita em geral, que as duas mecanicas sio
equivalentes.

Para ¢ fixado, y(x,f) ¢ um elemento de um espago de Hilbert separavel
isomorfo a £? visto acima, e que pode ser tomado como sendo ele mesmo.
A equagio 6.17 é denominada de condi¢io de normaliza¢do. Eliminado as
variaveis espacial e temporal por simplicidade, podemos reescrevé-la assim:

WP = f Ut d = f widx=1,

Na teoria, Y(x, ) satisfaz a equagdo de Schrédinger, dependente do tempo
(dada a variavel temporal que estamos utilizando). A interpretagio dessa fun-
¢d0, devida a Max Born diz que dado um intervalo qualquer A da reta real'*

2QOs livros de mecanica quantica, em geral escritos em inglés, denominam essas duas
abordagens de Schridinger’s picture e Heisenberg’s picture respectivamente.

3Na verdade, a equivaléncia de duas teorias requer que os axiomas de uma sejam pro-
vados como teoremas da outra. O procedimento de Schrddinger foi outro; ver [Cas.og].

147 pagina 37 foi denominado de intervalo [a,b].
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(um boreliano, o quadrado da fungio representa a probabilidade de encon-
trarmos o sistema dentro de A, o que podemos escrever assim:

Prob(A) = f W (x, 1) dx. (6.13)
A

O fato da equagio 6.17 ser igualada a unidade indica que, em algum ponto
da reta real (tomada agora toda ela como sendo A), o sistema esta com certeza
(probabilidade igual a 1). Finalmente, observa-se que o fato da equagio 6.13
nio se alterar quando substituimos ¥(x,#) por k.y(X,t), com k € C, desde que
|kl = 1, mostra que a probabilidade é conservada no tempo.

O caso particular que dissemos que iriamos exemplificar diz respeito a um
sO sistema quantico, que pode ser uma particula de massa m, que se desloca
por forga de um potencial V na diregdo do eixo dos x. Como temos uma s6 co-
ordenada, nio precisaremos utilizar a notagdo vetorial x = (x,y,z), assumindo
que temos simplesmente a coordenada x dependendo do tempo, logo, se qui-
sermos, x(f), que representa a posi¢do da particula no tempo t. O modo de
determinar x(7) é resumidamente o seguinte [Gri.11, p.1].

Na mecanica classica, aplicamos a segunda lei de Newton, F = ma, a forga

F pode ser dada em fungio do potencial por F = —9¥, de modo que obtemos
oV " d’x
ox dr’

Com as condigdes iniciais que fornecem posi¢io e velocidade em um instante
fo, obtemos x(¢). E lembre que a derivada segunda da posi¢io (relativamente
a0 tempo fornece a aceleragio, enquanto que a derivada primeira fornece a
velocidade).

Na mecanica quantica, o estado é descrito pela fungio de onda y(x,7) (ja
considerando uma s6 coordenada de posigio), obtida resolvendo-se uma equa-
¢io engenhosamente criada por Schrodinger (a historia, ou talvez estoria, desta
equagio ¢ bem interessante; ver [Kum.og, Cap.9]),’S que é um caso particular
das equagdes do mesmo nome apresentadas acima (e escrevendo somente i
para y(x,1)):
oy Py

Rz _ N0y
o 2m Ox?

V. (6.19)

SNio vou apresentar a ‘deducio’ desta equagdo aqui, porque ha varios sites no You-
Tube que fazem isso muito bem.
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Como na equagio de Newton, se soubermos as condi¢3es iniciais y(x, fp),
podemos determinar y(x,1) para qualquer tempo 7 anterior ou posterior a fo.
Como fica a interpretagio estatistica?

Ja sabemos que o quadrado da funcio ¥ nos da uma probabilidade; mais

precisamente, para este caso,
b
f W(x.0Pdx
a

nos da a probabilidade de encontrar a particula entre a e b no instante 7.
Deste modo, a probabilidade ¢ a 4rea abaixo do grafico de |y|? entre os pontos
a e b no eixo x.

Uma ‘pegadinha’ comum é perguntar como a equagio de Schrédinger se
aplicaria a f6tons, que sdo particulas sem massa, ou sejam com massa igual a
zero. Deste modo, m = 0 e ndo podemos ter uma quantidade nula no denomi-
nador da equagio 6.19. O problema se resolve atentando-se para o fato de que
os fotons nio sio tratados pela mecanica quantica ndo relativista, mas pelas
teorias quanticas de campos, e o que é zero € sua massa de repouso. Fotons sio
absorvidos e emitidos livremente, nio havendo conservagio de seu ntimero, e
a mecanica quantica nio relativista trata somente de sistemas com um nimero
determinado e fixo de sistemas fisicos. Os fétons tém uma massa relativista,
que resulta da equagio relativista E2 = (moc?)? + p>c?, onde mg é a massa de re-
pouso, p é o momento, ¢ a velocidade da luz no vacuo e E a energia. Se mp =0
no caso do féton, isso se reduz a E? = p*c?. Tendo em vista a célebre equagio
% = pc e portanto m = £, onde m é a
massa relativista. Assim, temos que a massa (relativista) de um foton é propor-
cional ao seu momento. A equagio de Schrodinger aplica-se a particulas ndo
relativistas e com massa nfo nula.

de Einstein E = mc?, temos entio que mc

Postulado 6 [Postulado do Colapso] Sendo A um observavel e [) = 3 ; ¢ jla ;)
o estado do sistema, se a medida fornece o autovalor a,, imediatamente apds a
medida o sistema entra (colapsa para) no estado |@,) com probabilidade |c,|> =

Kl

Importante observar o carater ndo determinista do colapso. Ha no en-
tanto interpretagdes que evitam falar no colapso, encontrando outras formas
de explicagdo. Uma delas, de grande repercussio na atualidade, ¢ a interpreta-
¢do dos muitos mundos que prefere dizer que, quando da medida, o mundo se
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bifurca, criando-se dois mundos reais mas incomunicaveis. Por mais estranha
que esta interpretagdo possa parecer, tem muitos adeptos.

Para sistemas compostos, envolvendo mais de um sistema fisico, o espago
de Hilbert adotado é um produto tensorial dos espagos de Hilbert de cada um
dos sistemas componentes, e adota-se 0 mesmo espago de Hilbert no caso de
particulas ‘idénticas’, ou seja, se temos trés particulas de mesma espécie, como
trés elétrons, e se H ¢ o espago de Hilbert cujos vetores representam o estado
de uma delas, entdo os estados do sistema composto pelas trés ¢ HRH QH.
Usando um tal espago, os postulados acima sdo assumidos da mesma forma.

Daqui para a frente, a mecanica quantica nio-relativista pode ser desenvol-
vida, como os textos que indicamos na Bibliografia deixam claro. Tal desenvol-
vimento, no entanto, nio é nossa finalidade aqui. Deixamos ento a sequéncia
a cargo do leitor, com a esperanga de que o que se viu acima possa servir como
uma introdugio ao assunto.
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