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sidades. Um primeiro resultado expressivo de sua atuagdo € a revista
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Apresentacio

Os textos reunidos neste volume foram apresentados no Primeiro Sim-
posio Internacional Principia, promovido pelo NEL - Nicleo de Epis-
temologia e Logica, da UFSC, de 9 a 12 de agosto de 1999, em Floria-
nopolis, para comemorar os dois anos de existéncia de Principia - Re-
vista Internacional de Epistemologia, publicada pelo NEL e pela Edi-
tora da UFSC. O encontro contou com o apoio financeiro do CNPq e
da CAPES, assim como da prdopria UFSC, do Centro de Filosofia e
Ciéncias Humanas e do Departamento de Filosofia.

O tema escolhido para o simp6sio foram os principios, quer com
respeito as disciplinas filosoficas, quer com relagdo aquelas pertencen-
tes ao dominio das ciéncias. Os trabalhos apresentados foram agrupa-
dos em cinco segdes, a saber: (1) logica e matematica, (2) lingiiistica e
filosofia da linguagem, (3) epistemologia e filosofia da ciéncia, (4) filo-
sofia da mente, e (5) filosofia moral e da acdo. Eles refletem pesquisas
recentes e inovadoras de pesquisadores brasileiros e estrangeiros sobre
o papel dos principios nestas disciplinas.

No simpésio foram também apresentados outros trabalhos que, em
virtude de seu contetido, se ajustavam mais ao perfil de Principia, e
que foram publicados nos nimeros do volume 3 da revista, respectiva-
mente, de junho e de dezembro de 1999.

Os organizadores do simpdsio e desta coletinea agradecem imensa-
mente a todos os autores e as entidades acima mencionadas pelo apoio
que receberam. Por fim, desejam que este volume possa ser recebido
como uma contribuigdo de valor a literatura filosofica.

Luiz Henrique de A. Dutra
Cézar Augusto Mortari
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CAMBIO DE PROBLEMAS EN LA CUESTION DE
LOS PRINCIPIOS DE LA MATEMATICA

Jorge Alberto Molina

Universidad de Santa Cruz do Sul

El objetivo de este articulo es analisar los cambios que ocurrieron en la
cuestion de los Fundamentos de la Matematica en este siglo. La tesis
de este articulo es que el desarrollo de la Filosofia de la Matematica
siguid el mismo esquema que la evolucion de la Epistemologia de las
Ciencias Naturales. En un primer momento el ideal justificacionista fue
dominante. En ese periodo la tarea de la Filosofia de la Matematica fue
concebida como fundamentar la Matematica a partir de un conjunto de
principios, caracterizados de forma diferente por cada una de las tres
escuelas de fundamentacion de la Matematica dominantes: logicismo,
intuicionismo y formalismo.

Ese ideal justificacionista también predomind en la Epistemologia de
las Ciencias Naturales del Empirismo Logico. Los filosofos del Circulo
de Viena se plantearon la tarea de justificar la Ciencia natural a partir de
los datos sensoriales usando Logica y Teoria de Conjuntos. La critica de
Popper al inductivismo y las dificultades inherentes al programa carna-
piano de construir una Logica inductiva, que sirviese para fundamentar
las leyes cientificas derrumbaron la creencia en la posibilidad de justifi-
car de ese modo a la Ciencia Natural. La publicacion de la Estructura
de las Revoluciones Cientificas de Kuhn fue reconocida, posteriormente
como un golpe muy duro al ideal justificacionista. Después de ese libro,

Dutra, L. H. de A. & Mortari, C. A. (orgs.) 2000. Principios: seu Papel na
Filosofia e nas Ciéncias. Colegio Rumos da Epistemologia, volume 3.
Florianopolis, NEL, pp. 11-29.



12 Jorge Alberto Molina

los intentos de construir una Epistemologia a priori, de caracter normati-
vo, independiente de la Historia de la Ciencia, fueron casi abandonados.

La permanencia del ideal justificacionista en la Filosofia de la Ma-
tematica parecia tener en principio mas chances, debido a la creencia,
originada dentro del Circulo de ideas del Empirismo Logico, de que la
Matematica por el hecho de ser analitica, tiene una naturaleza diferente
de la de las ciencias empiricas. Sin embargo, alrededor de la década del
60 podemos reconocer también la aparicion de un nuevo circulo de pro-
blemas, que no se encuadran dentro de los esquemas conceptuales de las
tres escuelas de fundamentacion de la Matematica. Esos nuevos proble-
mas giran en torno de la nociéon de verdad matematica y de conocimiento
matematico. Esas nuevas cuestiones s6lo pudieron ser planteadas des-
pués de la formulacion de la nocion de verdad para sistemas formales
por Tarski, y del desarrollo de la Teoria de la Demostracion. Tarski ca-
racteriza la nocion de verdad en términos de referencia, y esto tendria
como consecuencia la necesidad de admitir entidades abstractas como
objeto de la referencia. Pero por otro lado, conocemos las verdades de la
Matematica por medio de pruebas. Las exigencias espistemologicas de
la Matemdtica nos llevarian asi a una especie de verificacionismo. C6-
mo conciliar ambas exigencias, la derivada de la concepcién semantica
de la verdad y aquella derivada de la Epistemologia de la Matematica
se transformo en uno de los principales problemas de la Filosofia de la
Matematica actual. Ese dilema fue formulado por Paul Benacerraf en su
articulo “La verdad matematica.” O en otras palabras, la cuestion que
surgio fue la de la relacion entre verdad matematica y demostracion, dos
conceptos diferentes que desde el teorema de incompletud de Godel no
podian mas ser confundidos.

Una evolucién analoga, que va del justificacionismo a problemas li-
gados con la verdad y la referencia podemos percibir dentro de la Episte-
mologia de la Ciencia Empirica. Los limites entre Matematica y Ciencia
Natural podrian ser més difusos que lo que pensaron los empiristas l6gi-
cos quienes, siguiendo a Hume, separaban el conocimiento matematico
(analitico) de la ciencia empirica.
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II

Lanecesidad de fundamentar una ciencia, como la Matematica, que has-
ta fines del siglo pasado habia sido considerada el paradigma de la certe-
za se debio a dos hechos: la aparicién de las paradojas de la teoria intui-
tiva de los conjuntos, y el surgimiento de las geometrias no euclideanas.
Al distinguir entre diversos grados de infinitud, mostrando que el infi-
nito del continuo geométrico era mayor que el infinito de los numeros
reales, la teoria de los conjuntos se revel6 un instrumento indispensa-
ble para el matematico. Sin embargo dentro de la teoria intuitiva de
los conjuntos de Cantor podian ser derivadas paradojas.! Esas parado-
jas hicieron pensar a los filosofos, logicos y matematicos interesados en
cuestiones filosoficas, que la Matematica precisaba de una refundacion,
que hiciera explicitos los conceptos y reglas de inferencia permitidas,
con el objeto de evitar la aparicion de contradicciones. Por otro lado,
el surgimiento de las geometrias no euclideanas inicié una modifica-
cioén del concepto tradicional de ciencia deductiva debido a Aristoteles.
Hasta ese momento el paradigma de teoria deductiva era la geometria
euclideana, cuyos axiomas se aceptaban por ser evidentes. Aristoteles
caracterizaba la ciencia deductiva del siguiente modo:

Es necesario que la ciencia demostrativa parta de principios que son ver-
daderos, primeros, inmediatos, mas conocidos que la conclusion, ante-
riores a ella, y causas de ella. En efecto, es bajo esas condiciones, que
los principios de aquello que es demostrado serdn apropidados a la con-
clusién. Un silogismo puede existir sin esas condiciones, pero él no sera
una demostracioén, pues no producira certeza. (Segundos Analiticos A 2,
71b 20.)

Un nuevo concepto de teoria deductivo surgio. Ya no se exigio que
los axiomas de las teorias matematicas fuesen evidentes sino s6lo que
no llevaran a contradiccion. Sin embargo dentro de la Filosofia de la
Matematica la ruptura con el ideal aristotélico de teoria deductiva no
fue total. De algiin modo, la Filosofia de la Matematica del logicismo
y la del formalismo pueden ser interpretadas como un intento de res-
taurar el ideal aristotélico de teoria deductiva, que la aparicion de las
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geometrias no euclideanas habia colocado en cuestion. Si la evidencia
ya no podia ser encontrada dentro de las teorias matematicas, podia sin
embargo, ser encontrada detras de clla en la Ldgica o encima de ella,
en la Metamatematica. El logicismo de Frege y Russell consistio en la
tentativa de reducir la Matematica a la Logica a la que se consideraba
el reino de las verdades evidentes. Ya no era necesario exigir que los
axiomas de las teorias matematicas fuesen evidentes. Para restaurar la
certeza de la ciencia evidente era necesario que las verdades matemati-
cas pudiesen ser reducidos a axiomas logicos, siendo estas ultimas las
verdades evidentes. Un abandono radical del ideal aristotélico de teoria
deductiva hubiese exigido admitir la existencia de logicas divergentes.

Para obtener ese objetivo de reducion de la Matematica a la Logica,
Frege reformul6 la estructura de la Loégica tradicional. Entre las nove-
dades introducidas por Frege podemos nombrar dos: una nueva teoria
de la cuantificacién® y la introduccion de sistemas formales o Célcu-
los. Actualmente llamamos Célculo o sistema formal a un conjunto de
expresiones simbolicas (formulas) dotado de reglas de inferencia que
permiten obtener una férmula a partir de otras. Dentro de las férmulas
del sistema formal hay una clase de formulas escogidas que se llaman
axiomas. En si mismas las formulas de un sistema formal no tienen sig-
nificado, son meros signos. Pero las formulas pueden ser interpretadas
de manera que den origen a enunciados pertenecientes a alguna teoria
deductiva determinada T'. En ese caso, decimos que el sistema formal
es un cilculo para la teoria T, o que fue construido para formalizar T,
o que T es un modelo del sistema formal, todas estas formas de ex-
presion son equivalentes. En principio el sistema formal fue construido
para representar a T, pero sus formulas podrian ser interpretadas de for-
ma de simbolizar otra teoria matematica S. En su Conceptografia Frege
presenté un sistema formal para la Logica.’

Para derivar la Matematica a partir de la Logica era preciso definir
el concepto “niimero” a partir de conceptos loégicos como el concepto
de “clase” y el de “identidad.” La idea subyacente al programa logicista
es que la reduccion de la Matematica a la Logica permitiria superar las
incertezas de la Matematica al permitir expresar las verdades matema-
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ticas en términos de las verdades analiticas de la Logica. La tradicion
asimilaba la Légica a lo evidente, a lo que no podia ser colocado en
duda.*

El programa formalista de Hilbert de fundamentacion de la Matema-
tica consistio en justificar las diferentes teorias matematicas por medio
de una prueba de que basiandose en los axiomas de esas teorias, es impo-
sible demostrar una contradiccion, esto es, un enunciado de la forma p
y no p. Este tipo de prueba se llama prueba de consistencia. También el
origen de las pruebas de consistencia se encuentra en las Geometrias no
euclideanas. Como estas Geometrias no parecian tener una interpreta-
cion fisica, a diferencia de la Geometria euclideana cuya interpretacion
es el espacio de la Fisica newtoniana, surgio la sospecha sobre si a partir
de los axiomas de esas Geometrias no era posible demostrar una contra-
diccion. Fue preciso entonces encontrar una prueba de la consistencia
de esas Geometrias alternativas. Para realizar la prueba de consistencia
de una teoria matematica 7 era preciso, pensaba Hilbert, encontrar en
primer lugar un sistema formal T" que represente a 7.> Decimos que en
un sistema formal I" derivamos una formula 4 cuando a partir de los
axiomas de I" usando las reglas de inferencia del sistema llegamos a 4.5

El concepto de derivacion formal es la contraparte formal del con-
cepto de deduccion dentro de una teoria deductiva cualquiera. I' de-
be ser construido para representar 7, no so6lo en el sentido de que las
formulas de I" puedan ser interpretadas como enunciados de T (vimos
también que ellas podrian ser interpretadas también como enunciados
de otra teoria matematica S7) sino también en el sentido de que toda
deduccion en T pueda ser representada por una derivacion formal en I
Luego para demostrar la consistencia de T es suficiente probar que en I”
no pueda derivarse ninguna férmula del tipo p A—p. En términos mas
simples para probar la consistencia de T es suficiente probar la consis-
tencia de I'. A diferencia de los enunciados de T, las formulas de I son
construidas de acuerdo con reglas precisas. Eso facilita la construccion
de una prueba de consistencia para T".

La prueba de consistencia de I" consiste en examinar la estructura
de las derivaciones en I', y usando herramientas tan simples y formas
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de razonamiento tan evidentes que no puedan ponerse en duda, mostrar
que en I" no puede derivarse ninguna contradiccion. Esas herramientas
y formas de razonamiento son llamadas por Hilbert métodos finitarios.
Para que la prueba de consistencia sea realmente significativa desde el
punto de vista fundacional, ella debe ser efectuada usando modos in-
ferenciales mas simples, mas inmediatos y conocidos que aquellos que
la teoria I intenta expresar. Operamos asi con tres planos: por un lado
tenemos la teoria matematica (informal) 7" cuya consistencia queremos
probar, por otro lado ienemos el sistema formal I" que representa 7', cu-
yas formulas al ser interpretadas dan origen a enunciados de 7, y que
ademds representa todas las demostraciones que puedan realizarse en T
por medio de derivaciones formales en I, y por ultimo tenemos la me-
tateoria donde se realiza la prueba de consistencia de I'. Esa prueba de
consistencia de I" debe ser realizada con métodos de prueba mas simples
que aquellos que son usados en la teoria 7.

Para el formalismo la evidencia no esta en los axiomas de una de-
terminada teoria matematica, que al ser derivados de los axiomas de la
Légica serian evidentes (como pensaban los logicistas), mas es en la me-
tateoria que debemos buscar la evidencia. Son los modos de inferencia
finitarios los que garantizarian la evidencia. Las reglas de inferencia que
pueden ser aceptadas desde el punto de vista formalista son el principio
de induccién completa® y las reglas usuales de la Logica tradicional con
excepcion de la regla de reduccion al absurdo, regla que permite inferir
un enunciado 4 probando una contradiccion a partir de la negacion de
A y de la regla que permite afirmar la existencia de un elemento que
satisface la propiedad P a partir de haber probado que no se da el caso
que ningun elemento satisfaga P.

El intuicionismo matematico también estuvo a la bisqueda de un
fundamento evidente para la Matematica. Para evitar el surgimiento de
paradojas los intuicionistas limitaron el conjunto de reglas de inferen-
cia admisibles, eliminaron las definiciones impredicativas y rechazaron
la admision de conjuntos actualmente infinitos. Grosso modo las reglas
de inferencia que los intuicionistas aceptan son las reglas de inferencia
usadas en la Metamatemdtica hilbertiana. El uso de definiciones impre-
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dicativas ya habia sido rechazado por Poincaré quien las responsabilizo
por el surgimiento de las paradojas dentro de las teorias de conjuntos.
Esas definiciones definen un elemento a partir de una totalidad que en-
globa ese elemento.’ Para los intuicionistas como para Aristoteles s6lo
existe el infinito potencial de la serie de los nimeros naturales. Para
ellos no existen conjuntos actualmente infinitos.

Lo que hemos denominado justificacionismo consiste basicamente
en el intento de restaurar el ideal aristotélico de ciencia. Obtener por
medio de inferencias todas las verdades de la ciencia a partir de una
base de verdades evidentes (los axiomas). En la Epistemologia de la
Ciencia Natural el programa justificacionista por excelencia es el de
Carnap. Son sorprendentes las semejanzas entre el programa de Car-
nap y el programa formalista de Hilbert. La légica inductiva de Carnap
es una metateoria de la ciencia empirica cuyo objetivo es fundamentar
la ciencia natural. La logica inductiva es a la Ciencia natural, lo que la
Matematica hilbertiana es a la Matematica. La légica inductiva nos per-
mite determinar con exactitud los grados de creencia de una hipoteses.
La Logica inductiva deberia asignar medidas probabilisticas a las dife-
rentes hipotesis empiricas. El programa justificacionista de Carnap se
revel¢ irrealizable. El mismo Carnap modificd sus concepciones reite-
radas veces, pero las dificultades técnicas y conceptuales del programa
no pudieron ser resueltas. Por un lado el grado de corroboracion de Car-
nap, medida de la verosimilitud de las hip6tesis cientificas no coincidia
con la probabilidad tal como ella es definida en el Calculo de probabili-
dades, por otro lado la Légica inductiva de Carnap no parecia justificar
con certeza la ampliacion del conocimiento.

En la Filosofia de la Matematica el justificacionismo demor6 un po-
co mas en ser abandonado, aun cuando ya fuesen conocidas a partir de
fines de la década del 30 las dificultades presentes en cada uno de los
tres programas de fundamentacion de la Matematica. La reconstruccion
de la Matemética a partir de la Logica, hecha por Frege, resulto ser in-
consistente como lo mostroé la paradoja de Russell. Russell present6 una
nueva version del programa logicista basada en la teoria de los tipos 16-
gicos. En la derivacion de la Matematica a partir de la Logica por medio
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de la teoria de los tipos no se deriva la paradoja de Russell, ni otras
también conocidas. Eso debido al hecho de que las definiciones impre-
dicativas, culpables de la introduccion de las paradojas, son eliminadas.
Pero la intencién original del programa logicista que consistia en redu-
cir la Matematica a algo mas simple que ella queda desdibujada, puesto
que Russell para llevar a cabo su programa reducionista debi6 admitir el
axioma de reducibilidad, que carece de toda justificacion intuitiva. La
Logica dotada de la teoria de los tipos resulta ser tan compleja como
las teorias matematicas que se intentaba reducir. Por otro lado, los dos
teoremas de Godel, el de incompletud de la aritmética formal, y el de
la imposibilidad de probar la consistencia de la aritmética formal por
métodos expresables dentro de ese mismo sistema formal colocaron un
limite aparentemente infranqueable a las aspiraciones del formalismo.
Gentzen presentd una demostracion de la consistencia de la aritmética
formal pero con métodos que parecen extenderse mas alld del cuadro
de los métodos finitarios recomendados por Hilbert. Si la prueba de
Gentzen es de hecho una prueba finitaria es todavia uno de los asuntos
discutibles dentro de la Filosofia de la Matematica. Finalmente muchas
teorias matematicas no pueden ser reconstruidas en términos intuicio-
nistas.'0

I

Fra manifiesto entonces, a mediados de este siglo, que ninguno de los
programas de fundamentacion de la Matematica habia conseguido sus
objetivos. La reduccion de la Matematica a la Logica era posible, pero
no en los términos de Frege. Para obtener ese resultado era preciso recu-
rrir a toda la complejidad de la teoria de los tipos. El objetivo de obtener
una reduccion a algo mas simple, a principios inmediatos, mas conoci-
dos se perdia. Finalmente Gentzen habia conseguido probar finalmente
la consistencia de la aritmética elemental. Pero se habia abierto una dis-
cusion sobre si su prueba iba més alld de los métodos finitarios.!! Por
tltimo el intuicionismo parecia conducir a una mutilacion del contenido
de la Matematica, teniendo en cuenta que una gran cantidad de teorias
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matematicas no podian ser reformuladas dentro de los esquemas teori-
cos de los intuicionistas.'? Parecia como si la Filosofia de la Matematica
se hubiera agotado: ninguna de las fundamentaciones de la Matematica
era satisfactoria y no habia forma de mejorarlas.

En ese contexto no es sorprendente que los fildsofos interesados en
la Matematica comenzaran a interesarse por otras cuestiones diferentes
del problema de encontrar una fundamentacion, en términos de restaura-
cion solapada del ideal aristotélico de ciencia deductiva, que justificara
el contenido de la Matematica, cuestion esta tltima que parecia estar
agotada. En su articulo del afio 1967, “Matematica sin fundamentos,”
Putnam presentd una critica del ideal justificacionista. Segun lo expre-
sado por Putnam en ese articulo la Matematica no precisa de una justi-
ficacion. No hay segiin Putnam una cuestion de los fundamentos de la
Matematica porque la Matematica no precisa de una justificacion exter-
na. Ninguna de las razones enumeradas para creer que hay una crisis
en los fundamentos de la Matematica (desarrollo de las geometrias no
euclideanas, falta de una prueba de consistencia delas teorias matemati-
cas, falta de una solucién universalmente aceptada de las antinomias)'?
son para Putnam concluyentes.

Segun Putnam la caracteristica principal de teorias matematicas es la
gran variedad de formulaciones equivalentes que ellas poseen. “I don’t
mean this in the trivial sense of cardinality (...); what I mean is rather
than in mathematics the number of ways of expressing what is in some
sense the same fact (if the proposition is true) while apparently not talk-
ing about the same objects is especially striking,” afirma Putnam en ese
articulo. En Ia ciencia natural sucederia lo mismo con la dualidad onda-
particula en la mecénica cudntica. Para esa situacion Reichenbach uso el
término “descripciones equivalentes.” Hay dos formas equivalentes de
describir el contenido de las teorias matematicas. La primera forma es
“Matematica como logica modal,” la segunda forma es “Matemética co-
mo teoria de conjuntos.” Segun la primera descripcion, los enunciados
de la Matematica podrian ser tratados como enunciados que contienen
modalidades, pero ellos no se referirian a objetos especiales. Si tenemos
en cuenta esta doble descripcion de las teorias matematicas las parado-
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jas se resuelven. La razén para hablar de una crisis de los fundamentos
de la Matematica y de la necesidad de una justificacion del contenido de
la Matematica desaparece.

Por ejemplo, argumenta Putnam, consideremos el enunciado siguien-
te: hay un contragjemplo al tltimo teorema de Fermat. Esto es, para un
n>2, la ecuacion x" +)" = Z" tiene solucion. Podemos simbolizar ese
enunciado en la aritmética de primer orden asi: —Fermat. Ese enuncia-
do es probable en la aritmética de primer orden a partir de un conjunto
finito de axiomas de la aritmética de primer orden. Sea Ax la conjun-
cion de esos axiomas. Luego el tltimo teorema de Fermat es falso si
Ax D —Fermat es valido esto es si O(Ax D —Fermat). Sustituimos los
predicados aritméticos “x es la suma de y y de z” y “x es el producto de y
y de z” por las letras de predicado S'y T y tenemos el siguiente esquema
de la Logica modal O[A4x(S,T) > —Fermat(S,T)]. Asi podemos consi-
derar las verdades de la matematica de dos formas: o como enunciados
que se refieren a objetos (los nimeros) o como enunciados que expresan
que es lo que se sigue de determinadas hipotesis.

In short, if one fastens on the first picture (the “object” picture), then
mathematics is wholly extensional, but presupposes a vast totality of
eternal objects; while if one fastens on the second picture (the “modal”
picture), then mathematics has no special objects of its own, but simply
tell us what follows from what.

Segun Putnam toda proposicién matematica puede ser tratada como una
proposicion que involucra modalidades, sin hacer referencia a determi-
nados objetos. La nocién de un modelo standard para la teoria de con-
juntos también puede ser tratada en términos modales y de esta forma
no nos veriamos obligados a hablar de conjuntos.

Mientras que Putnam disolvia la cuestion de !a justificacién de la Ma-
tematica, el articulo de Paul Benacerraf “La verdad matematica™ abrio
un nuevo dmbito de problemas para la Filosofia de la Matematica, dis-
tintos de los colocados por las escuelas logicista, intuicionista y forma-
lista. No se trataba ya de la reduccion de la Matematica clasica a algo
distinto de ella como la Logica o la Metamatematica hilbertiana. En su
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lugar los nuevos problemas propuestos por Benacerraf giraban en torno
de la nocion de verdad matemaética y de conocimiento matematico. Esas
cuestiones ya habian sido tratadas por Kant, mas fueron formuladas por
Benacerraf con un nuevo nivel de complejidad como resultado de la de-
fincion de verdad de Tarski para sistemas formales y de los desarrollos
de la Teoria de la demostracién.

Vimos que un sistema formal T intenta representar el esqueleto de
una teoria matematica 7. Cuando las formulas de I" son interpretadas
dan origen a enunciados que pueden ser leidos como pertenecientes al
universo de discurso del que se ocupa 7. Se dice que 7 es un modelo
de I'. Cuando una formula de T" al ser interpretada da origen a un enun-
ciado que puede ser demostrado a partir de los axiomas de T se dice
que esa formula se satisface en 7. Al intentar definir de forma precisa
la nocion de satisfaccion en sistemas formales, Tarski dio origen a una
nueva teoria: la Teoria de Modelos. La nocion de verdad caracterizada
a la Tarski parece comprometernos con el platonismo matematico, esto
es, con una forma de realismo, dado que la verdad es caracterizada por
Tarski en términos de referencia. Tarski presenta una definicion recur-
siva del concepto de verdad. Esa recursion se basa sobre la estructura
sintactica de las expresiones en un lenguaje formalizado. Para frases
atoémicas, esto es, para frases que contienen un simbolo de predicado y
constantes de individuo, como por ejemplo Pab, la deficion de verdad
dird que esa frase es verdadera si y solamente si los objetos nombrados
por a y por b caen bajo el concepto que esta expresado por P. Asi ve-
mos coémo la definicién de verdad de Tarski depende de la nocion de
referencia.'*

Ademas de la Teoria de Modelos surgié otra disciplina cuya tema
son los sistemas formales: la Teoria de la Demostracion. Mientras que
el enfoque de la Teoria de Modelos es semantico, relacionado con la
interpretacion de los sistemas formales, el punto de vista de la Teoria
de la Demostracion es sintactico. En la Teoria de la Demostracion nos
interesamos por la estructura de las pruebas (derivaciones) en los siste-
mas formales. El interés por las pruebas surge a partir del hecho de que
conocemos las verdades de la Matematica sélo por medio de pruebas.
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Asi por un lado, la caracterizacion de verdad de Tarski en términos
de referencia nos lleva a la aceptacion del platonismo matemdtico, por
el otro lado, el hecho de que conocemos las verdades de la Matematica
s6lo por medio de pruebas nos lleva a una especie de verificacionismo.
Como conciliar ambas exigencias, la derivada de la concepcion seman-
tica de la verdad de Tarski y la derivada de la Epistemologia de la Ma-
temética? Una vez mas observemos que problemas semejantes se pre-
sentaron mutatis mutandis dentro de la Epistemologia de las Ciencias
Naturales. Pasado el tiempo del apogeo del ideal justificacionista, las
discusiones en ese &mbito tomaron la forma de disputa entre partidarios
del realismo cientifico y adversarios del realismo cientifico (pragmatis-
tas, convencionalistas y otros). Los partidarios del realismo cientifico
afirman que la ciencia intenta dar una descrpicién del mundo. Asi co-
mo el matemdtico platonista afirma que la Matematica intenta dar una
descripcion adecuada de los objetos matematicos. Los convencionalis-
tas por el contrario afirman que las teorias de la ciencia natural tienen
como objetivo el célculo y la prediccion de fendmenos. Los objetos a
los que el cientifico se refiere como electrén, molécula, virus, son sélo
ficciones, tiles para calcular y predecir, segin Quine, mis utiles que
los dioses homéricos.

Dentro del mismo circulo de cuestiones levantadas por Benacerraf
se encuentra el articulo de Dummett “Las bases filosoficas de la Logica
intuicionista.” En ese articulo Dummett argumento en favor de una con-
cepcion verificacionista del significado de los enunciados matematicos.
El significado de estos debe ser dado en términos de condiciones de ase-
veracion, y las condiciones de aseveracion de un enunciado matematico
son las pruebas. El conocimiento matematico solo puede ser caracteri-
zado, segun Dummett, en términos de prueba. Dummett extendi6 esta
concepcidn a todo el lenguaje ordinario. El significado de los enuncia-
dos del lenguaje ordinario debe ser dado en términos de condiciones de
aseveracion y no en términos de condiciones de verdad.
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La estructura de las revoluciones cientificas de Kuhn introdujo la His-
toria de la Ciencia dentro de la Epistemologia. Hasta la aparicion de la
obra de Kuhn el abordaje de las cuestiones de la Epistemologia habia si-
do puramente logico. A pesar de sus diferencias, Popper y los filosofos
del Circulo de Viena compartian un supuesto comun, a saber, el de que
las cuestiones de la Epistemologia podian ser resueltas ya sea por medio
de razones pertenecientes a la Logica o teniendo en cuenta los datos ex-
perimentales. Tanto Popper como Carnap querian construir una Logica
de la ciencia. Para Carnap, esa Logica de la Ciencia era la Logica Induc-
tiva cuya tarea consistia en asignar una medida al grado de verosimilitud
de las teorias cientificas. La construccion de esa Logica Inductiva debia
ser hecha de manera tal que a las falsedades l6gicas correspondiera una
medida 0, a las verdades l6gicas una medida 1 y a las leyes de la ciencia
natural, como medida un nimero real proximo a 1.'> Para Popper la L6-
gica de la Ciencia es la Metodologia expuesta en su libro La Légica de
la Investigacion Cientifica. Popper y Carnap divergian en relacion a la
posibilidade de justificar las teorias cientificas y en cuanto a los criterios
para distinguir las teorias cientificas de las no cientificas. Mas para los
dos, la ultima palabra en cuestiones epistemoldgicas la tenian la Logica
y la experimentacion. Popper se valia de la Logica deductiva tradicional
en cuanto que Carnap intenté construir una Logica inductiva.

A partir de Kuhn las consideraciones historicas se hicieron relevan-
tes para la Epistemologia. La ciencia no podria ser mas comprendida sin
considerar la Historia de la Ciencia. Asi como Kuhn introdujo la Histo-
ria de la Ciencia dentro de la Epistemologia de las Ciencias Naturales,
por la misma época Lakatos introdujo la Historia de la Matematica den-
tro de la Filosofia de la Matematica. Una vez mas vemos el paralelismo
entre la evolucion de la Epistemologia de las Ciencias Naturales y la
Epistemologia de la Matematica.

En su libro Pruebas y refutaciones: la Logica del descubrimiento
matematico Lakatos presenta una nueva vision de la Matematica. Sus
fuentes son la heuristica del matematico hiingaro G. Pélya y la filosofia
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de Popper. Lakatos, como Popper, es un falsifacionista. Segiin Lakatos,
lo que en la Matematica esta sujeto a falsificacion (refutacion) no son las
conjeturas sino las pruebas que intentan demostrar esas conjeturas. El
analisis de las pruebas, sus refutaciones, permiten mejorar las conjeturas
hasta transformarlas en teoremas susceptibles de prueba rigurosa, pero
esto tltimo sucede ya en un estado maduro de las teorias matematicas.

Lakatos mostr6 que una prueba matematica erronea tiene valor. La
critica de esa prueba permite mejorar la conjetura que ella intenta pro-
bar. Los conceptos envueltos en la conjetura quedan mejor definidos, su
ambito de validez deviene preciso. Podemos mejorar nuestra conjetura
al criticar la prueba. Y ademas de eso, la critica de la prueba permite
dar origen a nuevos programas de investigacion.

Lakatos aplico su andlisis a la conjetura de Euler de que existe una
relacion precisa entre las aristas, los vértices y el niimero de caras de un
poliedro. Esa relaciénes V —C+.4 =2.

Cauchy present6 una prueba de esa conjetura que fue criticada por
muchos matematicos del siglo XIX. Se presentaron contraejemplos a la
conjetura de Euler y a la prueba de Cauchy. Esos contraejemplos fue-
ron clasificados por Lakatos en dos tipos: contracjemplos globales que
son en verdad, contrajemplos a la conjetura de Euler y contraejemplos
locales que son contragjemplos a alguno de los lemas usados (implici-
tamente) por Cauchy en su prueba. Los contragjemplos locales son los
que permiten una critica de la prueba. En el caso de un contragjemplo
global pero no local podemos salvar nuestra conjetura redefiniendo los
términos que aparecen en la conjetura. Si una figura refuta la conjetura
de Euler diremos que esa figura no es un poliedro. En el caso de contrae-
Jjemplos locales podemos colocar los lemas afectados como condiciones
del teorema. Uno de los lemas (implicitos) en el teorema de Cauchy
es que cuando retiramos una cara de un poliedro podemos extender la
figura restante en un plano, esto es planificar la figura. Si encontramos
un poliedro que no puede ser planificado de ese modo, ese poliedro sera
un contragjemplo local. Llamamos “simples” a los poliedros que pue-
den ser planificados. Diremos entonces que para todo poliedro simple
vale la relacion V' +C—A =2. Ahora la aparicion de un poliedro que no
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pueda ser planificado no constituird una critica a la conjetura de Euler,
pues ella vale solo para los poliedros simples.

Lakatos aplic6 su mismo método de analisis a la conjetura de Cauchy
de que el limite de una serie convergente de funciones continuas es una
funcion continua. Esa conjetura y la prueba de ella ofrecida por Cauchy
fueron criticadas por muchos matematicos en el siglo pasado. Se presen-
taron una gran cantidad de contraejemplos. Pero asi como en el caso de
la prueba de la conjetura de Euler esas criticas fueron fecundas. En este
tltimo caso la critica permiti6 precisar el concepto de poliedro asi como
dio6 origen a un programa de investigacion que con el tiempo constituyo
lo que se llama hoy topologia algebraica. En el caso de la conjetura de
Cauchy sobre las funciones continuas, la critica permiti6 obtener el con-
cepto de convergencia uniforme y el desarrollo de la teoria de las series
de funciones convergentes.

El interés de Lakatos es por la Matematica ordinaria, la Matematica
hecha por los analistas, los algebristas y los gedmetras. No demostro
mayor preocupacion con los sistemas formales de los l6gicos matema-
ticos. Lakatos comparte con Popper la opinién de que es imposible
encontrar una justificacién concluyente de las tcorias cientificas. Para
Lakatos la tentativa del Logicismo de derivar las teorias matematicas a
partir del contenido trivial de la Logica es una tentativa fracasada. Y ello
porque la Logica que debe ser usada en la derivacion de la Matematica
no tiene un contenido trivial. También segiin Lakatos, la tentativa for-
malista de justificar las teorias matematicas por medio de sistemas for-
males estd también condenada al fracaso. Porque las mismas cuestiones
que se presentan en la teoria objeto pueden ser levantadas en relacion
a la metateoria. Como sabemos que la prueba metamatematica de la
consistencia de un sistema formal es correcta? En relacion a ese punto
no estamos mucho mejor que en relacion a la correccion de la prueba
de Cauchy de la conjetura de Euler. Solo trasladamos las cuestiones del
lenguaje objeto al metalenguaje.'®

La Matematica solo puede ser comprendida por medio de esta dia-
léctica de pruebas y refutaciones. Como en la dialéctica hegeliana el
error, la falsedad es un paso necesario para llegar a la verdad. La sinte-
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sis, la conjetura mejorada, contiene en si la tesis (la conjetura ingenua)
y su antitesis (la critica de la prueba de la conjetura ingenua).
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Notas

! La mas conocida de esas paradojas es la paradoja de Russell. En lugar del
término “conjunto” Russell usa el término “clase.”” Una clase de objetos puede
pertenecer a si misma, esto es, ser elemento de si misma. Por ejemplo, la clase
de los objetos abstractos pertence a la clase de los objetos abstractos por el
hecho de que una clase es un objeto abstracto. Por el contrario, la clase de
los hombres no pertenece a la clase de los hombres dado que la clase de los
hombres no es un hombre. Consideremos la clase y formada por todas las
clases que no son elementos de si mismas. La clase de los hombres seria un
clemento de y. Ahora, podemos preguntar si y es un elemento de y. Si y es un
elemento de y entonces y no pertenece a si misma, lucgo y no es elemento de y.
Si y no ¢s clemento de y, entonces y pertenece a y, dado que la clase y contiene
todas las clases que no son elementos de si mismas. Luego y es elemento de y.
2 El andlisis de Frege de enunciados universales como “todos los mamiferos
son vertcbrados™ es completamente diferente del andlisis aristotélico. Para
Aristoteles un enunciado de ese tipo tiene la forma sujeto-predicado, la pa-
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labra “todos” calificaria al sujeto “mamiferos” (segin la terminologia aristo-
télica diriamos que el sujeto “mamiferos™ esta tomado en toda su extension).
Para Frege “todos los mamiferos son vertebrados™ es un enunciado condicio-
nal. Deberia ser interpretado asi: cualquier cosa que consideremos, si ella es
un mamifero entonces es un vertebrado. Mientras que ¢l analisis de Aristoteles
nos obliga a aceptar la existencia de mamiferos, el andlisis de Frege no. Asi
para Frege “todos los mamiferos son vertebrados™ y “no existen mamiferos”
no son contradictorios. Ver Kneale y Kneale 1972, cap. VIIL.

3 Ver Kneale y Kneale 1972, cap. VIII.

4 Ni Frege ni Russell consideraron la posibilidad de logicas divergentes. La
aparicion de las l6gicas divergentes (intuicionista, polivalentes, cuantica) ocu-
rri6 después de la formulacioén del programa logicista. Sobre Logicas diver-
gentes, ver Haack 1973.

3 El programa de Hilbert esta claramente expuesto en su célebre articulo “Uber
das Unendliche.” Ver Hilbert 1967.

% En términos formales que A se derive en el sistema formal T significa que
podemos encontrar una sucesion de formulas Ay, 4,,..., A, tal que 4, =A y
cada A;, i < n, o es un axioma de T, o se infiere de las formulas anteriores de la
sucesion usando alguna de las reglas de inferencia de I

7 Por ejemplo la formula Vx3y(x* y = ¢) puede ser interpretada dentro de la
teoria de los grupos y significa que todo elemento de un grupo tiene inverso
o puede ser interpretada dentro de la teoria de los nimeros enteros y significa
quetodo niimero entero ticne un opuesto.

8 Este principio sirve para inferir que una propiedad A es aplicable a todo nu-
mero natural si 4 es aplicable a 0 y se cada vez que 4 es aplicable a n entonces
A es aplicable a n+1. En simbolos: inferimos YxA(x) a partir de A(0) y de
A(t) D A(t + 1) donde ¢ es un parametro.

? Cuando un conjunto M u un objeto particular m son definidos de manera que
por un lado m pertenece a M y por otro lado la definicion de m depende de M
decimos que el procedimiento de definicion es impredicativo. Para mas detalle
sobre este asunto ver Kleene 1974, capitulo I11.

19 Para una aproximacién general al logicismo, formalismo e intuicionismo, y a
los problemas levantados por cada uno de estos programas de fundamentacion
de la Matematica ver Benacerraf y Putnam 1983, Kleene 1974, Parte 1, Kneale
y Kneale 1972 Capitulo XI, Dummett 1977, y Molina y Legris 1997.

1 Gentzen presenté dos pruebas diferentes de la consistencia de la aritmética
elemental. Ver Gentzen 1969, Caps. 4 y 8.

12 En verdad los métodos intuicionistas han resultado mas fructiferos de lo
que pensaban sus detractores. Una gran cantidad de teorias matematicas han
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conseguido ser construidas con los métodos intuicionistas. Muchas mas de lo
que en un momento se pensd. Mas en todo caso subsiste el problema de la
complejidad de las pruebas intuicionistas. En la preferencia por la Matematica
cldsica hay una razon de simplicidad. Las pruebas clasicas, como era de esperar
por el hecho de poder ser usadas en ellas mas regras de inferencia y contener
menos restricciones sobre las definiciones, son mas simples que las pruebas
intuicionistas.

13 El articulo de Putnam dié origen a la interpretacién modal de las teorias
matemdticas.

14 Ver Tarski 1956.

15 Es sorprendente el paralelismo entre el programa de fundamentacion de la
Matematica de Hilbert y el programa carnapiano de justificacién de la ciencia
natural. En ambos casos la justificacion debe ser metateérica. En el primer
caso es la Metamatematica hilbertiana la que justificaria la Matematica, en el
segundo caso es la Logica Inductiva la que justificaria las teorias de la Ciencia
natural. La Logica Inductiva es una metateoria cuyo objeto son las teorias
de la ciencia natural. Cual es el fin de la Logica Inductiva? Construir uma
medida de la verosimilitud de los enunciados de la Ciencia Natural de modo
tal que a las Leyes cientificas les corresponda una medida préxima a 1. Este
paralelismo refuerza mi tesis de la similitud entre el desarollo de la Filosofia
de la Matematica y el desarrollo de la Filosofia de la Matematica.

16 Ver Lakatos 1981, caps 1 y 2.
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Notas

! Em contrapartida, do lado cético, esse argumento poderia ser representado
através dos seguintes passos:

Para que x seja /, x deve satisfazer as condigdes para ser f.

a, b, ¢, sdo condigdes para x ser [,

Sc x satisfaz as condigdes a, b, € ¢, entdo x é necessariamente um f.
Para que x seja f, x deve satisfazer também a condi¢do d.

Sei que x satisfaz as condi¢des a, b e ¢, mas ignoro se x satisfaz a con-
digdo d.

6. Logo, ndo sei se x € ou ndo ¢ um f, ou seja, x pode satisfazer as condi-
¢des a, b e c e ndoserum f.
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