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Apresentaciao

Este primeiro volume da série Nel-l6gica reine uma série de textos apre-
sentados e debatidos no VIII Simpdsio Internacional Principia, realizado em
agosto de 2013 em Florianépolis. O evento, promovido pelo Niicleo de Epis-
temologia e Logica, NEL, e pela revista Principia da Universidade Federal
de Santa Catarina, teve como tema central a filosofia de Hilary Putnam, mas
acolheu também intimeros trabalhos sobre os mais diversos temas e 4reas da
filosofia.

Uma boa amostra dos trabalhos apresentados no simpdsio, varios dos
quais dedicados particularmente a andlise da filosofia da Putnam, foi pu-
blicada no volume 17, niimeros 2 e 3, da revista Principia. Esta coletanea
inclui outros textos, os quais foram apresentados na sessdo do GT de Logica
da Anpof realizada como parte da programacdo do Simpédsio. O carater dos
trabalhos aqui publicados demonstra que os simpdsios internacionais organi-
zados pela Principia, para além de qualquer tema ou autor central escolhido
para discussdo e homenagem, tem propiciado o debate dos mais diversos
temas — no caso presente, Tdpicos de logicas ndo cldssicas.

Como um dos organizadores do VIII Simpdsio Principia, e também deste
volume, gostaria de agradecer a todos os participantes e especialmente aos
autores dos trabalhos aqui publicados. Os organizadores agradecem também
a UFSC, CAPES e CNPq, institui¢des que propiciaram o apoio financeiro
necessdrio para a realizacdo do evento, e deste livro que é um dos seus resul-
tados.

Florianépolis, setembro de 2014.

Cezar A. Mortari
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Some investigations on mbC and mCi

MarceLo E. ConNiGLIo
Tarcisio G. RODRIGUES

Introduction

The Logics of Formal Inconsistency (LFIs, from now on) were introduced
by W. Carnielli and J. Marcos in (Carnielli and Marcos 2002) as a class of
paraconsistent logics able to internalize in the object language the notions of
consistency and inconsistency by means of specific connectives (which are
primitives or not). This approach to paraconsistency generalizes the original
ideas of N.C.A. da Costa behind his well-known hierarchy of systems C,, —
see (Costa 1963).

In (Carnielli, Coniglio, and Marcos, 2007) the study of LFIs started with
a propositional logic called mbC, defined on a language containing a para-
consistent negation -, a conjunction A, a disjunction V, an implication —
and an unary connective o for consistency. All the other systems studied
in (Carnielli and Marcos 2002) and (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007)
are extensions of mbC obtained by adding appropriate axioms.

We propose here a new axiomatization of the logic mbC formulated in
the signature {1, —,—, o}, where L is a bottom. This simpler formulation
allows to see in a clear way that mbC is in fact an extension of proposi-
tional classical logic obtained by adding a paraconsistent negation — and a
consistency operator o.

We also present sequent calculi for mbC and its extension mCi, both
defined in the new signature, which are shown to admit cut elimination. As
a consequence of this, two new results are proved for these logics: just like
in classical logic, a negated formula - is a theorem of mbC (resp., of mCi)

Mortari, C. A. (org.) Tépicos de logicas ndo cldssicas.
Florianépolis: NEL/UFSC, 2014, pp. 11-70.
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iff @ has no models. The other result states that the logic mbC is not control-
lably explosive. This gives a negative answer to an open problem known in
the literature of LFIs.

1. The logics mbC and mCi

In this paper we will deal with the so-called Tarskian logics — see, for in-
stance, (Wdjcicki 1984):

Definition 1 (Tarskian Logic). A logic .Z defined over a language £ and
with a consequence relation F is Tarskian if it satisfies the following proper-
ties:

(i) ifa el thenT + a;
(i) if Traand ' C Athen A+ a;
(iii) if Ar @and I + B forevery B € AthenT F .

A Tarskian logic .Z is finitary if it also satisfies:
(iv) if I + « then there exists a finite subset I’y of " such that Iy + a.

Finally, a Tarskian logic .Z defined over a propositional language £ gener-
ated by a signature from a set of propositional variables is called structural
if it also satisfies:

(v) if I' + « then, for every substitution & of formulas for variables,
e[l + e(a).

A propositional logic is standard if it is a Tarskian, finitary and structural —
see (Wojcicki 1984).

As mentioned in the previous section, LFIs are paraconsistent logics
which can express, at the language level, the property of some formula to
be consistent or inconsistent. To give a precise definition, we will slightly
adapt Definition 23 in (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007), as it was done
in (Coniglio and Silvestrini 2014) and (Coniglio, Esteva, and Godo 2014).

Definition 2. Let . = (For,+) be a standard logic. Assume that . is
defined in a signature containing a negation -, and let O(p) be a nonempty
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set of formulas depending exactly on the propositional variable p. Then .
is an LFI (with respect to — and O(p)) if the following holds (here, O(p) =

{W(p) 1 y(p) € O(p)}):

(1) ¢, —@ ¥ ¢ for some ¢ and i, i.e., Z is not explosive w.r.t. —;
(i) O(¢), ¢ ¥ ¥ for some ¢ and y;
(iii) O(p), = ¥ ¢ for some ¢ and y; and
iv) O(@), ¢, ~¢ + s for every ¢ and .

Principle (iv) is usually called gently explosiveness w.r.t. = and QO(p).
When O(p) is a singleton, its element will be denoted by op, and o is called
a consistency operator. The general definition above encompasses a wide
range of paraconsistent logics. Any logic featuring a consistency connective
must present, in order to formally express the properties of consistency, a
set of logical axiom schemes or semantic rules governing this connective.
Along these lines, in (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007) it were intro-
duced mbC and mCi, two fundamental propositional LFIs. Starting from
positive classical logic plus tertium non datur (a V —a), mbC is intended to
comply with the above definition in a minimal way: an axiom scheme called
(bel) is added just describing the expected behavior of the consistency op-
erator o (see Definition 5). By its turn, the logic mCi is obtained extending
mbC in order to express inconsistency as the (paraconsistent) negation of
consistency (see Definition 6). In what follows, these logics will be briefly
exposed in their original language along with the statement of soundness and
completeness theorems with respect to paraconsistent bivaluations.

Definition 3 (X" and Ls+v). Let Var = {p1, p», ...} be a denumerable set of
propositional variables (which will kept fixed along the paper). The propo-
sitional signature XV is the set {A,V, —, -, o} formed by connectives for
conjunction, disjunction, implication, negation and consistency. The propo-
sitional language generated by £ from Var will be denoted by L.

Definition 4 (Formula Complexity). The complexity of a given formula ¢ €
Lsnv, denoted by I(p), is defined recursively as follows:

1. If ¢ = p, where p € Var, then [(¢) = 0;
2. If ¢ = =, then l(p) = () + 1;
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3. If ¢ = oq, then l(¢) = (@) + 2;
4. If ¢ = a#B, where # € {A, V, >}, then l(¢) = l(a) + I(B) + 1.

Definition 5 (mbC""). The calculus mbC"Y — or mbC, as introduced in
(Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007) — is defined over the language Ly
by the following Hilbert calculus:

Axiom schemes:

a—(B—-a) (Ax1)

(0= 8) > ((@= B— ) > @—>y) (Ax2)

a = (B (anrp)) (Ax3)

(@AB) > a (Ax4)

(@np)—B (AXS)

a— (aVp) (AX6)

B—(aVp) (AX7)

(=)= (B=>» - (@vp) —7) (Ax8)

(@ > pB)Va (Ax9)

aV - (Ax10)

oa — (a - (ma - /3)) (bel)
Inference rule:

6”;%/3 (MP)

Definition 6 (mCi""V). The calculus mCi"V — or mCi, as introduced in
(Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007) — is defined over the language Lsn.v
by adding to mbC"" the following axiom schemes, for n > 0:!

—oa — (@ A —a) (ci)

o—"oq (cc,)

Observe that Ax1-Ax9 plus MP constitutes a Hilbert calculus for positive
classical logic (CPL™"), which is in fact the basis for mbC and its extensions
such as mCi.
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The above logics are sound and complete with relation to a suitable bi-
valuation semantics, to be defined now.

Definition 7 (Bivaluations for mbC"Y). A function v : Lsav — {0,1}is a
bivaluation for mbC"" if it satisfies the following clauses:

V(=) =0 = v(p) =1 (1)
v(op) =1 = V() = 0 or v(=g) = 0 )
viae—-p)=1 = (@) =0orv(B) =1 (3)
vieAB) =1 — v(a) = 1land v(B) = 1 4)
vievp)=1 — vie)=1lorvB) =1 5

The set of all such valuations is designated by V™PC""

Definition 8 (Bivaluations for mCi*Y). A function v : Ls»v — {0,1}1is a
bivaluation for mCi"V if it is a paraconsistent bivaluation for mbC"" and
satisfies also the following:

v(—oa) =1 - va) =1and v(-a) = 1 (6)
v(o="oa) =1 (forn > 0) (N

The set of all such bivaluations is designated by V™"

If V e (ymbC™ ymG™) e define, for every I' U {¢} C Ly, the follow-
ing semantic consequence relation w.r.t. the set of bivaluations V: ' Fy ¢
iff, for every v € V, if v(y) = 1 for every y € I then v(¢) = 1. The sets col-
lecting the bivaluations just defined, associated respectively to mbC”*" and
mCi"V, form a sound and complete semantics for the respective logic:

Theorem 9. Let I'U {¢} C Lynv. Then:

I' Fberv @ — r ':‘/mbC“' "2
' Fmciv @ — I' Eymar ¢

For a proof of the above theorem the reader is referred to (Carnielli,
Coniglio, and Marcos 2007), Theorems 56, 61, 85 and 88.
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2. A New Language for mbC and mCi

The present approach simplifies the propositional axioms from Definitions
5 and 6 by the way of a simplification in the propositional signature: in the
place of the above set 2™V of connectives it is made use of a new simpler
one, namely X+ = {1, —, =, o}. The propositional language generated by X+
from Var will be denoted by Ls.. The notion of complexity of a formula in
L. is defined analogously to Definition 4:

Definition 10 (Formula Complexity in Lx:). The complexity of a given for-
mula ¢ € Ly., denoted by I(p), is defined recursively as follows:

1. If ¢ = p, where p € Var U {1}, then l(¢) = 0;
2. If ¢ = =q, then l(p) = () + 1;

3. If ¢ = oq, then l(¢) = (@) + 2;

4. If o = a — B, then l(¢) = (@) + I(B) + 1.

As observed above, positive classical logic CPL* may be axiomatized
by axioms Ax1-Ax9 plus MP. As a consequence, the connectives A, V and
—, as defined by these axioms, are the classical ones and they could, in prin-
ciple, be defined in terms of just — and a bottom particle L, as in classical
logic. Despite there is no L in CPL*, in mbC and all its extensions, any
formula « defines a bottom L, = an (—a A o), because of the axiom bel.

As there is such a bottom particle in mbC, it is possible to consider
from the beginning a 0-ary connective L and the axiom schemes for CPL
in the signature £, as well as the corresponding axiom schemes for the
paraconsistent negation — and the consistency operator o without modifying
the logics in question, and therefore to use the signature above to axiomatize
mbC and its extensions.

A justification for the language proposed here, besides the simplification
achieved (for instance, in the proofs by induction on the complexity of a
formula), is that L, being so important in the context of LFIs, is usually
defined with respect to a formula @ as L, and so there is an infinitude of
such bottom particles. Same observation applies to the classical negation
(~), which is defined as ~,3 o B — L, and so there are infinite classical
negations inside mbC and its extensions.? Therefore, the inclusion of bottom
1 in the signature allows to define a distinguished classical negation:
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Definition 11 (Classical Negation).
def
~x =a—> L1

From this, L and ~ can be considered as canonical choices for bottom
and the classical negation inside mbC and its extensions. Moreover, these
logics can be considered as extensions of classical propositional logic CPL
(defined in the signature {—, L}) by adding a paraconsistent negation and
a consistency operator. This allows to see these LFIs as a kind of bimodal
logics based on CPL. Despite this, these logics are not self-extensional in
Wojcicki’s sense — see (Wojcicki, 1979) — that is, (weak)replacement does
not hold: from « + § and S8 + @ does not follow in general that #a + #5 and
#B + #a, for # € {—, o}. Of course this disappointing feature is already present
in the original formulation of mbC and mCi — see (Carnielli, Coniglio, and
Marcos 2007).

Definition 12 (mbC*). The calculus mbC* is defined over the language
L5 by the following Hilbert calculus:

Axiom schemes:

a— B a) (Ax1)
(= B=)= (@B - @) (Dst)
~~y (Dne)
~q — X (~—|)
o = (~a - ~a) (bel™)
Inference rule:
ai‘;%ﬁ (MP)

Remark 13. The axiom schemes Ax1, Dst and Dne plus MP constitute an
axiomatization of CPL in the signature {—, L}, which is usually atributed to
Church (taking ~ as in Definition 11).
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Definition 14 (mCit). The calculus mCi~ is defined over the language Ly
by adding to mbC+ (Definition 12) the following axiom schemes, for n > 0:

—oaw > @ (ci")
—oq — —@ (ci2)
o—"oq (cc,)

The deduction meta-theorem (MTD) holds for these logics. This is a
consequence of a well-known result that states that any Hilbert calculus
with MP as its only inference rule and where Ax1 and Dst are derivable,
satisfies MTD:

Theorem 15 (Deduction Meta-Theorem). Let ¥ € {mbC*, mCit}. Then,
foreveryU'U{p,} C Lynv:

Frv{p}re v — Tty o>y,

The next technical lemma is required for establishing the completeness
theorem in the next section.

Lemma 16. All the following formulas are theorems of mbC* and mCi*:

1l L —>a

2. (@—B)—a)—>a

3 @on=(Bon-(@sp-p-9)
4 @=9-(Bon- (@ Do)

Proof. All these formulas are classic tautologies and therefore they can be
derived in both logics, from Remark 13. 0O

3. Completeness for Bivaluation Semantics

Definition 17 (Bivaluations for mbC*). A function v : Lz: — {0,1}1is a
bivaluation for mbC if it satisfies the following clauses:

v(Ll)=0 (D
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v(=p) =0 = v(p) =1 (2)
v(op) =1 = v(p) = 0orv(=¢) =0 (3
vie - p) =1 — vi@)=0orv(B) =1 4)

Definition 18 (Bivaluations for mCi*). A function v : Lz. — {0,1}is a
bivaluation for mCit if it is a bivaluation for mbC* and satisfies also the
following:

vog)=1 =  wg)=1landv(-p) =1 5)
v(o—"op) =1 (forn > 0) (6)
Proposition 19. The bivaluations for mCi* are the mappings v : Lz —

{0, 1} satisfying clauses (1), (2), (4) and (6) from the two previous definitions,
plus the folllowing:

v(op) =1 — v(p) =0orv(—p) =0 (7

Proof. Letv : Lz. — {0,1} be a mapping satisfying clauses (2) and (6).
Then, it is straightforward to prove that v satisfies clauses (3) and (5) iff it
satisfies clause (7). O

Now, a technical result is given whose demonstration will be used latter
on, in the proof of Theorem 35.

Lemma 20. Let vy : Var — {0, 1} be a mapping. Then, there exists bival-
uations vy € ymbC vie ymei Ve Vb and viVe VmC all of them
extending vo.

Proof. The values of v () and v;(¥), for ¢ € Ly, and those of v,," () and
vV (W), for € Ly, are defined by induction on /(1)). To begin with, if y is
such that () = 0, then ¢ € Var (if € Ly ory € Lsrv), ory = L (if
€ Ls1). The bivaluations, for this cases, are defined as:

L vi(p) = vi(p) = v,V (p) = v}V (p) = vo(p), for all p € Var;
2. vy (L) =vi(1L) =0.

Suppose now that I(¥y) = n,n > 1, and that the bivaluations are defined for all
Y’ such that [(y) < n. According to the main connective of i the definition
goes as follows:
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L. If ¢y = @ — B, then, for v € {v)V, v}V, v, vi}:
vie — B) =1 = v(a) =0orv(B) =1

2. If y = a A B, then, forv € (v, v

/\\/.
i }

vaAB) =1 — v(io) =land v(B) =1

3. If ¢ = a Vv B, then, for v € {v;V,v'}:

vievp)=1 = vi@)=1lorvB) =1

4. If y = —vy, there are two cases:

(a) If, on the one hand, v € {v", v;"} and  is arbitrary or, on the
other hand, v € {v}"V, v} and y # —*oy’, for all k > 0 and
formula v/, then:

P(y) = 1 if v(y) =0, or
V)= arbitrary otherwise

(b) Ifve{v}V,vi}andy = —*oy’, for some k > 0 and formula
y', then:

v(=y) =1 = w(y) =
5. If y = oy, then, for v € {v)",v;}:

0 if v(y) =v(—y) =1, or
arbitrary otherwise

v(oy) = {

and, for v € (v}, v;}:

v(oy) =0 = wy) =v(=y) =1

It is left to the reader to check that the above definitions result indeed on
bivaluations in VmPC" ymCi™ ymbC o ymCit q¢ required. O
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Observe that in the process of the inductive definition above, it is pos-
sible to choose arbitrarily some values. Along these lines, in Theorem 35
a number of bivaluations are defined, modifying Lemma 20 only on those
cases for which the value is choosen arbitrarily.

Now we will prove that the new logics are sound and complete for the
semantics defined at the beginning of the present section.

Theorem 21 (Soundness). Ler .Z be mbC* or mCit. Then, for every I' U

{p} € L1
l'rey o = lEy o

Proof. This proof presents no difficulty and it is left to the reader to check
that the value of any bivaluation for mbC* or mCi* is always 1 for any
instance of the axioms of Definitions 17 or 18, respectively. Additionally, if
the value given by a bivaluation to the two premises of MP is 1 then the
value given to the conclusion must be 1. O

The proof of completeness needs some definitions and results. Recall
from Definition 1 the notion of Tarskian Logic.

Definition 22. For a given Tarskian logic . over the language £, let ' U
{¢} € L. The set I is called maximal non-trivial with relation to ¢ if ' ¥ & ¢
but', o @ forany y ¢ T'.

A set of formulas I is closed in a Tarskian logic . if it holds, for every
formula y: T+ ¢ iff € T. The proof of the following result is straightfor-
ward:

Lemma 23. Any set of formulas maximal non-trivial with relation to ¢ in
% is closed, provided that £ is Tarskian.

In (W¢jcicki 1984), Theorem 22.2, there is a proof of the following clas-
sical result:

Theorem 24 (Lindenbaum-t.os). Let .£ be a Tarskian and finitary logic
over the language L. Let I U {¢} C L such that T ¥ ¢. Then, there exists
a set A such that I’ € A € L with A maximal non-trivial with relation to ¢

in Z.
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Every logic .Z defined by a Hilbert calculus where the inference rules
are finitary is Tarskian and finitary, and so Theorem 24 holds in .Z. In par-
ticular, Theorem 24 holds for mbC* and mCi*.

Theorem 25. LetT'U{p} C Ls., with " maximal non-trivial with relation to
@ in mbC* (resp. in mCit). The mapping v : Lz — {0, 1} defined by:

v(y) =1 = el
for all yr € Ly is a bivaluation for mbC™ (resp. for mCi™).

Proof. Let ¢ € L. be an arbitrary formula. The cases common to both
mbC- and mCi* will be firstly analyzed:

1. ¢ = L. Suppose, by contradiction, that L € . Ast+¢ L — ¢ (Lemma 16,
Item 1) then L — ¢ € I, by Lemma 23. By MP and Lemma 23 again it
follows that ¢ € T, a contradiction. Therefore L ¢ I" and so v(L) = 0.

2. ¢ = —a. Suppose ~a ¢ I' and, by contradiction, that also @ ¢ I'. As T’
is maximal, it follows that I', ma@ +» ¢ and I',@ +& ¢. By the Deduction
Theorem, I' F» @ — ¢pand I' v —a — ¢. Now, by Lemma 16, Item 4,
'ty (@ > 1) - —a) > ¢. However, (@ —» 1) — =« is an instance of
Axiom ~—, and then I + & ¢, a contradiction. Therefore:

v(—a) =0 = va)=1.

3. ¢ = oa. Suppose o € I and, by contradiction, that both @ € I" and
—a € I'. Then, by Axiom belt and Lemma 23, ~a € T'. By definition of
~ and by MP this implies that L € I'. By Lemma 16 Item 1 it follows that
¢ €T, a contradiction. Therefore:

vioa) =1 = va)=0orv(-a)=0.

4. = a — B.Suppose @ —» S € [ If @ € T then 8 € I, by MP and
Lemma 23. Therefore:

vie—p) =1 = vie)=0orv(B) =1.

Now, suppose @ ¢ TorB e I If 8 € I'then @ — B € I' by Axiom Axl1,
MP and Lemma 23. If @ ¢ I then, by the maximality of I, it follows that
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I',a F& ¢. Now, suppose, by contradiction, that @ — 8 ¢ I'. Then, I, —
B Fe . By the Deduction Meta-Theorem, both I v (@ — ) — ¢ and
'ty @ > ¢. By Lemma 16, Item 3, T + & (((a - B) - a)— cy) — ¢ and,
by Item 2, ' + & ¢, a contradiction. Therefore:

vi@)=0orv(B) =1 = vie—->pB)=1.
Now, the cases valid only for mCi*:

5. ¢ = —oa. Suppose —oa € I'. This implies, by Axioms ci' and ci?, that
a €' and —~a € T. Therefore:

v(—oa) = 1 = vie)=1landv(-a)=1.
6. = o—"oa. By Axiom cc, and Lemma 23, it follows that:
v(o—"oa) = 1 . o
Corollary 26 (Completeness). Let .Z be mbC* or mCit, then:
IF'Fyp = | R

Proof. Suppose I' ¥ & ¢ and let A be a set maximal non-trivial with relation
to ¢ in .Z extending T (see Theorem 24). By Theorem 25, there is a bivalu-
ation for .Z satisfying I" (as " C A) but not ¢ (as ¢ ¢ A). Therefore I' 2 & ¢
and so the theorem follows by contraposition. O

4. Equivalence between both formulations

In this section mbC* and mCi* will be shown to be equivalent to their coun-
terparts mbC"" and mCi"Y. To achieve this, the formalism to compare log-
ics known as conservative translations between logics, introduced in (Silva,
D’Ottaviano, and Sette 1999), will be used. In what follows, if * is a mapping
defined on formulas and T is a set of formulas then I* ‘= {fy*|yeTl}.

Definition 27 (Translation between Logics (Silva, D’Ottaviano, and Sette
1999)). Let .2 and .Z; be logics with sets of formulas £ and .£,, respec-
tively. A mapping *: L, — L is said to be a translation from £ to £, if,
for every ' U {a} C L;:

*

I' by @ = I +ya".
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And it is called a conservative translation if it satisfies the stronger property:
'ty a = I by o .

Recall the notion of Tarskian logic (Definition 1). A logic satisfying Item
(i1) of that definition is called monotonic, and if it satisfies Item (iv) is called
finitary. Then:

Theorem 28. Let £ and £ be monotonic logics, where £ is also fini-
tary, such that both logics have implications — and —' respectively, sat-
isfying the Deduction Meta-Theorem MTD (see Theorem 15). Suppose that
*: L1 — Ly is a mapping for which:

x

I-g]a = I—gza y

and this mapping is such that (¢« — B)" = a* =’ B*. Then * is a translation
from L to L. Moreover, if £, is also compact and * satisfies the stronger

property:

I—;gl % — I—gz a ,
then the mapping * is also a conservative translation.

Proof. Suppose I' +¢, a. By the finitariness of .Z’;, there is a finite [y € T’
suchthatI'y +4 a.Now, suppose thatI'y = {y1,...,¥,} is non-empty. Then,
from the fact that — satisfies MTD, +4 y; — ( -y, > a)... ) From
the hypothesis on *, it is the case that:

ke (yl —>(...—>(y,,—>a)...))*

and:
Fo ¥ = ( - (y, -’ oz*)...).
From the fact that —’ satisfies MTD:

* * *
’}/l""’,)/n |_=-‘ZZ @

and, from the monotonicity of %5, I™* g, a*. The case when I'y is empty is
even simpler. The other statements are proved similarly. O
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Two mappings will now be defined by induction on the formula com-
plexity. They will be proved to be conservative translations latter on, on the
present section.

Definition 29. Fix an arbitrary propositional variable in Var, for instance
pi1. The mapping ® : L3 — Ly is defined inductively for all ¢ € L5 as
follows:

q® = gq,if g € Var;
L% = pi A(=p1 Aopy);
#a)® = #(®) for # € {—, o};
(@—p)® =a® - p°.

Definition 30. The mapping * : Ls~v — Ly is defined by induction on /(¢),
for all ¢ € Lzrv as follows:

q =gq,ifqg e Var;
(#a)* = #(a") for # € {—, o;
(@->p)=a" —p,
(avpB) =(a" - L)-> B,
(@Ap)=(a" - B > 1) > L.

The injectivity of these mappings needs to be established, in order to
be possible to properly define the bivaluations of Theorem 35. But, first, an
intermediary result is given:

Lemma 31. There is no formulas ¢, € Lsrv satisfying the following equa-
tion:

Proof. Suppose, by contradiction, there is a solution in Lz for the above
identity and let ¢ and ¢ be such a solution with minimum value of I(¢) + I()).
Observe now that L is not on the image of * and so ¢ # @ — S and ¥ # aV
B, for any of these would imply §* = L. Therefore, the only way to get the
image of ¢ to be ¢* — L is with ¢ = ¢| A Y. Therefore ¢* — 1L = (y] —
(Y5 — 1)) = L,andso ¢* =y — (y; — 1).

Now, there are two cases:
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1. ¢ = ¢1 = ¢y. Therefore ¢* = ¢} — ¢, ¢] = ¢ and ¢ = ¢ — L.

2. ¢ = @1 V ¢o. Therefore ¢* = (¢p] — 1) = ¢;,¢] — L = ¢] and

In both cases (¢, ¢;) is a solution to the equation in question with /() +
I(p2) < l(p) + I(¥)), a contradiction. m|

Theorem 32. The mappings ® : Ls. — Lswv and * : Lsrnv — L. from
Definitions 29 and 30 are injective.

Proof. Let g, € Ls: be such that ¢® = ¢®. By induction on I(¢) + (1)) it is
easy to prove that ¢ = . It is a consequence of the fact that, by Definition 29,
there are no two different equations producing, to the right, formulas with the
same main connective.

Now, let ¢, € Ls~v be such that ¢* = y*. The proof is by induction,
analogous to that for ®. However, the induction step for which the main con-
nective of both sides of the above equation is — is a bit more complicated.
In fact, there are three equations on Definition 30 producing, to the right, a
formula with — as the main connective. So, let ¢* = @’ — ' = ¥*. Then,
there are the following possibilities:

a)p =a — Band ¥ =y — d. Therefore, p* = a* — " =y* — " =y".
By unique readability, it follows that @* = y* and * = §*. The result is then
obtained by the induction hypothesis: @ = y and 8 = ¢, which implies that

p=y.
b) oy =a — Sand ¢y =y V 4. Therefore, p* =a* - * = (y* - L) > §* =
Y*. By unique readability, o* = y* — L, which is impossible by Lemma 31.

¢) g =a — Band ¢ =y A . This is impossible, for it would imply 5* = L.

d)p =aVvpBand ¢ =y V6. Then, like in item a), @« = y and S = 6, from the
fact thata® —» L =y* — L and 8" = 6*. Then ¢ = .

e) ¢ =aV Band ¥ =y A d. This is impossible, for it would imply g* = L.

He=aABandy =y Ad. Then, a* = (" = L) =y* — (6 — 1), which
implies that @ = y and 8 = 6. Therefore ¢ = . O
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Corollary 33.

1. Let ¢ = #y € Ls., with# € {—,0}). If ¢ € Im(*) = {¥* | ¥ € Lsrv}, there
exists a unique formula 6 € Lsrv such that ¢ = (#6)".

2. Let ¢ = #y € Lsrv, with# € {=,0}. If o € Im(®) = (y® | ¢ € L.}, there
exists a unique formula 6 € Ls: such that ¢ = (#5)%.

Proof. 1t is a direct consequence of the injectivity and the very definition of
the mappings * and ©. i

Lemma 34.

1. Let v € V™" (resp. v € V™) Then the mapping v/ : Ls. — {0, 1}
defined by v'(¢) 2 v(¢®) is such that v € V™€ (resp. v/ € ymCi),

2. Let v € V™C" (resp. v € V™) Then the mapping v/ : Lsrv — {0, 1}
defined by v'(¢) 2 v(g*) is such that v/ € VMC" (resp. v/ € ymC™ ).

Proof. 1. Let ¢ € Ls. be an arbitrary formula. We will prove that V' satis-
fies the clauses from Definition 17 (also from Definition 18, if v € VmCi™).
Firstly, the cases common to both V™€ and V™" will be analyzed:
a) ¢ = L. Then ¢® = p; A (=p1 A opy) and so v(¢®) = 0 for any bivaluation
for mbC" or mCi"". Therefore v/(L) = v(¢®) = 0.
b) ¢ = —~a. Then ¢® = =(a®) and therefore, if Vv'(-a) = 0, then v(=(a®)) =
0 (by definition of v'). Now, as v is a bivaluation for mbC"¥ or mCi", it
follows that v(@®) = 1, and so V(@) = 1.
¢) ¢ = oa. Then ¢® = o(a®) and therefore, if V' (o) = 1, then v(o(a®)) = 1.
Now, as v is a bivaluation for mbC"" or mCi"V, v(@®) = V(@) = 0 or
v(=(a®)) =V (-a) = 0.
d) ¢ = @ — B. Then ¢® = a® — B and, therefore, V(@ — ) = 1 if, and
only if, v(a® — B®) = 1. But the last occurs exactly when v(a®) = 0 or
v(B®) = 1, that is, exactly when v'(a) = 0 or v/(8) = 1.

Now, the cases valid only for mCi*:
e) ¢ = —oa. Then, p® = -0(a®) and, therefore, if V/(—oa) = 1, also
v(=o(a®)) = 1. Now, as v is a bivaluation for mCi"V, v'(@) = v(@®) = 1
and V' (=) = v(=(a®)) = 1.
f) ¢ = o="oa. Then, p® = o—"0(a®) and, as v is a bivaluation for mCi"",
v(¢®) = 1. This implies that v'(o="oa) = 1.
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2. Let ¢ € Lyrv be an arbitrary formula. We will prove that v’ is an mbC"V-
valuation. If ¢ is of the form —a, oo, « — B, —oa or o—"oq, the proof is
similar to that of Item 1 above. Now, for the remaining cases, common to
both mbC"Y and mCi"":

a) ¢ = @V B. Then ¢* = (&* — 1) — B* and therefore, v'(a V B) = v((@* —
1) — B%). Since — and L are interpreted as in propositional classical logic,
it follows that v'(aVB) = v(¢*) = 1iff v/(@) = v(a®) = 1 orv'(B) = v(B*) = 1.
b) ¢ = @ A B. Then ¢* = (&* — (8* — 1)) — L and therefore, v'(a A B) =
v((a* > B - 1) - J_). By an argument as in the previous item, it follows
that v'(a A B) = v(¢*) = 1 iff V(@) = v(a*) = 1 and V'(B) = v(B") = 1. O

The next lemma establishes that, given a model (or counter-model) for
a formula ¢ in the logics defined in the X+ signature, there also exists a
model (or counter-model) for ¢® in the logics defined in the "V signature.
Similarly, given a model (or counter-model) for a formula ¢ in the logics
defined in the "V signature, there also exists a model (or counter-model) for
¢* in the logics defined in the =+ signature. As it will become clear later on,
this result suffices to prove that the translations in question are conservative
ones.

Lemma 35.

1. Let v € V™C (resp v € V™Y Therefore exists v € V™C" (resp.
V' € VMY ) quch that v (¢*) = v(p), for every ¢ € Lsnv.

2. Let v € V™C (resp. v € V™) Therefore exists v € V™C" (resp.
Ve V“‘Ciw) such that v (¢®) = v(p), for every ¢ € Ly..

Proof. 1. Let v be a bivaluation for mbC"". Define a mapping v : Ls1 —
{0, 1} by induction on the complexity of the formulas y € L. as follows:

- Ify = g € Var thenv'(q) = v(q).

If y = L thenv'(1) = 0.

- Ify=6—-ythenv'(6 - y) = Liff v/(6) =0orv'(y) = 1.
- If y = —vy, then

1 ifv(y) =0
Vi(my) =1 w(=6)  if vy = (=6)*

arbitrary otherwise.
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- If Y = oy, then

0 itv(y) =Vvi(-y) =1
V(ey) =41 w(od)  if oy = (06)"

arbitrary otherwise.

Using Corollary 33 it is easy to prove, by induction on the complexity
of formulas, that v is well-defined and v'(¢*) = v(p) for every ¢ € Lsv.
Additionally, v/ € V™PC" by the proof of Lemma 20.

Now, if v € VMC™ the definition of v/ is as above, but with the following
modifications:

- If y = —y but y # —*o6 for every k > 0 and every 6, then V/(—y) is
defined as above. Otherwise, if ¢y = —y for y = =%o¢ then v'(=y) = 1
iff v'(y) = 0.

- If Y = oy, thenV'(oy) = 0iff V' (y) =V (—y) = 1.

By induction again, it is easy to prove that v’ is a well-defined bivaluation
for mCiY such that v/ (¢*) = v(¢) for every formula ¢ € Lsnv.

2. Let v be a bivaluation for mbC+. Consider a mapping v’ : Lgnv — {0, 1}
defined by induction as follows:

- If ¢ = g € Var then v'(¢) = v(¢).

Ify =6 Aythen V(6 Ay) = 1iffv'(6) = v (y) = 1.
Ify=6Vythenv(6Vy) =0iff v'(6) =v'(y) =0.
-Ify=6—> ythenV'(§ » y)=1iff v/(6) =0orv'(y) = 1.
- If y = vy, then

1 ifv(y)=0
V(my) =1 v(=6)  if —y = (=6)®
arbitrary otherwise.
- If Y = oy, then
0 v =vip=1
V(ey)=1 w0d)  if oy =(06)®

arbitrary otherwise.
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By Corollary 33 it is straightforward to prove, by induction on the com-
plexity of formulas, that V' is well-defined and v'(¢®) = v(p) for every
¢ € Ls.. Moreover, v € V™C" by the proof of Lemma 20.

Now, if v € V™C"  the definition of v/ is modified as in the proof item 1.

O

The equivalence between these logics in the different languages can then
be established in Theorem 37 as a consequence of the following:

Lemma 36. The functions * : Lsnv — Lsi and ® : Lo — Lsnv satisfy the
following:

Fmbc* @ — Fmbcrv %
Fmcit ¢ — Fmcir @7

FmbCr ¢ — FmbC: ¢
Fmciry ¢ — Fmcit ¢

Proof. Only the first and last statements will be proved, as the others have a
similar demonstration. As a consequence of the completeness for the logics
in both languages, the present lemma can be proved by using bivaluation
semantics, namely:

':thcl @ — ':‘/mbC“' 90®

k:‘/mCi’W ("2 = ':‘/mCi* t,D*
or equivalently, by contraposition:

Fve V™ () =0 = Fv e V™ L 1®) =0

e Vv ye) =0 = e VT e =0.

For the first equivalence, suppose that there exists v € V™C" such that
v(¢) = 0. By Lemma 35, Item 2, there exists V' € ymbC™ guch that V(p®) =
v(¢) = 0. On the other hand, if v(¢®) = 0 for some v € ymbC™ then, by
Lemma 34, Item 1, there exists v/ € V™PC" such that V() = v(e®) = 0.

Now, suppose that there exists v € V™" such that v(¢) = 0. By
Lemma 35, Item 1, there exists v/ € V™S guch that V(") = v(p) = 0.
Conversely, if v(¢*) = 0 for some v € ymCi® then, by Lemma 34, Item 2,
there exists v/ € V™" such that V() = v(p*) = 0. O



Some investigations on mbC and mCi 31

Theorem 37. The mapping ® : Ls. — Lswv is a conservative translation
Sfrom mbC* to mbC" and from mCit to mCi"V. The mapping * : Lsnv —
Ls1 is a conservative translation from mbC"" to mbC* and from mCi" 1o

mCit.

Proof. ltis a direct consequence of Theorem 28 and Lemma 36. O

Remark 38. The last result deserves some comments. Observe that E. Je-
rdabek proved recently in (Jefdbek 2012) that almost any two reasonable de-
ductive systems (namely, extensions of a certain fragment of full Lambek
calculus FL) can be conservatively translated into each other. Thus, the ex-
istence of conservative translations as the ones we found above should not
be surprising.

As a consequence of Jerdbek’s result, several positions could be adopted.
Under a pessimistic vision, conservative translations would be useless as it
is always possible to find such a mapping between two given logics. But
there is another, more interesting perspective: one of the main questions on
the subject of translation between logics, namely “there exists a conserva-
tive translation between logics £ and £»”, has changed to “this specific
function is a conservative translation between logics £ and £,”. That is,
the existence of a conservative translation between two given logics is no
longer interesting (as it is always true), but the important point now is to es-
tablish a conservative translation with informational content, as the ones we
obtained in Theorem 37. In the present case, they state that, in fact, mbC* is
a reformulation of mbC in the signature ¥*+. The same holds for mCit and
mCi.

It is worth noting that the definition of Vv inside mbC* must be exactly
as we propose: if disjunction is interpreted as usual just in terms of the im-
plication, the resulting mapping is no longer a conservative translation:

Proposition 39. Let * : Lynv — Ls. be the translation mapping of Def-
inition 30 except for the clause for V, which is replaced by the following:
(@ Vv p) = (af - B*) — B Then the mapping * thus defined, even though
it is a translation from mbC"Y ro mbC*, it is not a conservative one. The
same result holds for mCi"" and mCi*.
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Proof. First observe that both formulas @ VS and (¢ — ) — S are translated
into the same formula:

(@vp)y =@ —-p)—>p =(e—>p-p),

thus the translation is not injective. Moreover, there is a way to choose a
formula such that its translation under * is a theorem, but there is some other
formula translated to the same theorem which is not a theorem of the source
logic. Consider, for instance, the formula:

¢ ==(cl@VB A=(@VB) A@Vp).

It is easy to see that ¢* is a theorem of mbC*, and ¢ is also a theorem of
mbC" (the same holds for mCi). But now consider the following formula:

v =-(clla =P = B)A=@VB A@VP)).

It is straightforward to prove that y* = ¢*, but ¢ is not a theorem in the
source logic. This shows that, if . € {mbC"Y,mCi""} represents some
of the two logics in the old signature and .£” is the same logic in the new
signature, then

b W = re Y m
This illustrates the impact of a logic not being self-extensional (see Sec-
tion 2), and draws our attention to the care required when dealing with this

kind of logics. As the proposition above shows, the right translation of dis-
junctions inside mbC* is through the schema formula that uses — and L.

5. Sequents for mbC and mCi

Some work grounded on the sequent formalism has already been made for
the LFIs. For instance, the logics bC and Ci, which respectively extend
mbC"¥ and mCi"" by the addition of the axiom scheme:

- > (cf)

were formulated as the sequents systems BC and CI in (Gentilini 2011)
and proved to admit cut elimination (as well as many other LFIs extending
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them). In (Rodrigues 2010), it can be found a proof of the cut elimination for
QMBC, the first order extension of the fragment of BC suited to character-
ize mbC"V. A method for obtaining cut-free sequent calculi for C-systems
characterizable by finite Nmatrices is presented in (Avron, Konikowska, and
Zamansky 2013) — although the method developed there is of a general
character, the basic logic considered is slightly stronger than mbC.? In the
present section sequents systems for mbC* and mCi* are presented and
proved to admit cut-elimination. This is an intentionally self-contained sec-
tion, and so it is long. The reader already acquainted with the notions and
techniques of sequent calculi and proofs of cut-elimination can ignore most
of the concepts and basic facts described herein.

5.1. Sequents Systems MBC and MCI

Along the present section, sets of formulas will be understood as multi-sets,
that is, sets in which the elements can appear with multiplicity. In a given
multi-set, some formula ¢ may have more than one occurrence, and each
occurrence is distinct from the other, even if they correspond to the same
formula. As with the usual sets, the order in which the elements occur in a
multi-set does not matter.

Definition 40 (Sequent). Sequents are pairs of multi-sets of formulas and
are designated by the following notation:

' — A,

in which I" and A are multi-sets of formulas.

Sometimes it is necessary to draw attention to some formula occurrences
in a given sequent. Then such occurrences are indicated by meta-variables
for occurrences (lower case greek letters), contrasting with those for multi-
sets (upper case greek letters). Such occurrences are called designated oc-
currences. For instance, in the following sequent:

Ao — T,y

the occurrence of ¢ to the left and y to the right are designated occurrences.
That being said, sequent calculi can be defined by enumerating their sequent
rules:
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Definition 41 (Sequent Rule, Antecedent, Succedent). Sequent rules are
pairs whose first element is a sequence of sequents, called the antecedent,
and the second is a single sequent, called the succedent, and these pairs are
restricted to the conditions of Definition 43.

It is allowed for the antecedent of a sequent rule to be the empty se-
quence, and this is the simplest case of a sequent rule. In such cases the
sequent rule is called an axiom:

Definition 42 (Axiom). An axiom is any sequent rule whose antecedent is
the empty sequence.

Although, there are some conditions for a given pair of antecedent and
succedent to be considered a sequent rule:

Definition 43 (Occurrences Consumed and Produced). In any sequent rule
all occurrences of formulas present in a given side of some sequent in the
antecedent, if there are any, must also be present on the same side of the
succedent, except maybe for some occurrences which are said to have been
consumed. Also all occurrences of formulas present in a given side of the
succedent are taken from this same side on some of the antecedent’s se-
quents, except maybe for one or two which are said to have been produced.
Axiom rules are the only rules allowed to produce more than one formula
occurrence.

This induces a relation on the formula occurrences of a sequent rule:

Definition 44 (Successor, Predecessor, Principal Formula Occurrence). Each
formula occurrence in the succedent of a sequent rule not produced by it is
the successor of the corresponding occurrence in the antecedent, which is
called its predecessor. The occurrences produced by the rule are the succes-
sors of those consumed and these, their predecessors. The principal formula
occurrences of a sequent rule are those produced by this rule.

From this definition it follows that in a rule with empty antecedent, all
formula occurrences in the succedent are principal and have no predecessors.
Observe that it can be rules producing formula occurrences without consum-
ing any and also rules consuming and not producing. The rules of sequent
calculi are designed to be chained together in order to constitute proofs:
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Definition 45 (Sequent Derivation). For a given set of sequent rules, a se-
quent derivation is an upside down finite tree whose nodes are sequent rules
and an edge between them can be established whenever a sequent in the an-
tecedent of some node is the same as the succedent of some other node; in
the case in which an edge is actually established the sequents are said to
participate in this given edge. It is not allowed to be any node with a non
participating sequent, except for the succedent of the root node, as well as
any sequent must not participate in more than one edge. It is said that a
given sequent derivation derives, is a derivation for, or concludes its root’s
succedent. It is said that the root’s succedent is the conclusion of the sequent
derivation.

From this definition it is clear that in the leaves of a sequent derivation tree
are present only axioms from the set of the sequent rules. A sequent calculus
. is identified with the enumeration of its sequent rules. For a given sequent
calculus ., it is represented that some sequent derivation w derives the
sequent A — I by the following notation:

T
I — A
or that @ derives A +— T, its last rule is R and @’ is one of its sub-
derivations:

@’
: (o)
—:R
I — A

Concrete examples of sequent rules are the rules for contractions, whose
definition is neecessary to be given earlier than those for the other rules, in
order to properly define what means for formula to be introduced by some

rule in a derivation:

Definition 46 (Contraction Rules). For any multi-sets I and A of formulas
of a given language £ and formula @ € £, the following are contraction
rules:
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INa,a — A I'— Ao,
S — (Ct-L) _— (Ct-R)
Ia — A ' — A«

The relations of predecessor and successor on the formula occurrences
of the sequent rules induce other relations on the occurrences of the entire
derivation:

Definition 47 (Ancestor, Descendant, Formula Introduced by Rule). An oc-
currence of a formula « in a sequent derivation is called the ancestor of a
occurrence of a formula w if these occurrences are the same occurrence of
the same sequent or if the occurrence of « is the predecessor of an ancestor
of the occurrence of w. The occurrence of w is then called a descendant of
the occurrence of @ and it is called a integral descendant if @« = w, in which
case the occurrence of « is called a direct ancestor of the one of w. If the oc-
currence of some formula w has a direct ancestor which is principal for some
application of a rule R different from a contraction, then this occurrence is
said to be introduced by R.

Observe that, due to contractions, a formula occurrence may be introduced
by several rules.

Definition 48 (Derivation Height). The height of a derivation @ is the height
of the tree which constitutes it and it is denoted by h(w@).

Now, the sequent calculi subject of the present section are introduced by
the enumeration of their rules. Let I" and A, followed or not by primes ('), be
any multi-sets of formulas of Ly. and ¢, @ or 8 be any formulas in this same
language. The sequent calculi here presented are formed by the following
sequent rules:

Definition 49 (MBC).

e Axioms

(Ax) T Wb
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e Structural Rules

I — A ' — A
(Wk-L) ——  (Wk-R)
INa — A I' — A«
INa,a — A ' — Aa«a
—— (Ct-L) —— (Ct-R)
INa — A I' — A«

' — Ao o’ — A

(Cut)
LTV — AN
o Classic Logical Rules
I' — Aa BT — A Ia — B,A
(—E) (—D)
a—- BT — AN F'— a—-p, A
o, — A
(=R)

e Paraconsistent Logical Rule

oa,I' — A«

(-L)

oa,~a,I' — A

Definition 50 (MCI). All the rules from MBC plus the following:
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e Paraconsistent Logical Rules

I' — A, "oa a, o, I — A
(=oL) (oR)

oa, I' — A I' — A, oa

n+l
-

In the above definitions, all designated formula occurrences stand for
those produced or consumed by the rule in which they appear, except for oa
in —L. In this rule, the occurrence of a present on the right of the unique
sequent of its antecedent is consumed and the one of —a, present on the
left of its succedent, is produced. The designated occurrence of oa to the
left of the sequents is not modified by the rule, but is present to restrict the
applicability of the rule only to sequents in which the assumption of the
consistency of « is granted. This occurrence is called, following (Gentilini
2011), a constraint formula occurrency.

Definition 51. For a given bivaluation v a sequent I' +— A is said to hold
for v if there is an occurrence of y € I such that v(y) = 0 or there is an
occurrence of ¢ € A such that v(6) = 1.

Theorem 52 (Soundness of the Sequent Calculi). IfT" — A is derivable
in MBC (resp. MCI), then T+ A holds for all bivaluations v € V™PC"
(resp. v € V™€),

Proof. 1t is left for the reader to check that for all bivaluations v € V™PC
and instances r of rules of MBC, if I'; —— A, holds for v for the sequents
I'; +— A, in the antecedent of r, then the sequent ' — A in the succedent
of r also holds for it. The same is required for MCI and V™" O

The remaining of this subsection is devoted to show that the sequent
calculi defined are indeed equivalent to the corresponding hilbertian logics.
Lemma 53. Let . be MBC or MCL If T +— «a — B is derivable in .,

then soitisT',a +— B.

Proof. Tt is left for the reader (only Ax, —E and Cut are required). O
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Corollary 54. Let . be MBC of MCI, the sets I, A C Ls., T being a
finite multi-set such that I = {y,...,y,} and ¥ € Ls.. Thus, there exists a
derivation @ in . for the sequent A,T' +—  if, and only if, there exists a
derivation @’ in .7 for the sequent A +— y; = (y2 = ...(Yn = ¥)...).

Proof. Tt also presents no difficulties. Proceed by induction on n, aplying
Lemma 53 and —D. O

Lemma 55. Let & be mbC* or mCit and .7 be, respectively, MBC or
MC L. Then ¢ is derivable in £ if, and only if, there exists a sequent deriva-
tion @ in . for the sequent +—— .

Proof. 1. Suppose o ¢ and proceed by induction on the length of the
demonstration to obtain —— ¢. Here will only be given the cases
when the demonstration ends in the Axiom belt from mbC* and
in MP:

Ax

WKk-L, Wk-R
oo, —> a, L L

a — «a

o, @, — L

—-D(3x)

— oa = (ma — (@ —> 1))
Suppose now that the derivation ¢ ¢ ends in an application of MP on
the formulas y and y — ¢. By induction hypothesis, there are deriva-
tions @ and @’ in ¥ for the sequents — vy and — 7y — o,
respectively. Now it is going to be proved that . can simulate this
MP. The following derivation can then be constructed in .7:

/

T w

. w Theorem 53

Cut

I—)(’D

2. If there is a derivation @ in . for +— ¢, then, by Theorem 52,
v(p) = 1 for all bivaluations for .Z. By completeness, ¢ is a theorem

of Z.
O
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Theorem 56. Let & be mbC* or mCi* and .7 be, respectively, MBC or
MCL Then U v+ ¥ if, and only if, there exists a finite subset I'° C T such
that T° +—  is derivable in ..

Proof. By the finitariness and monotonicity of .Z, T +¢ ¢ if, and only if,
there is a finite subset I C I such that I +o . Now, let T° = {yq,...,v.}.
As — in these logics observes the MTD, I° o ¢ if, and only if, re
v1 = (y2 = ...(y, = ¥)...). By Lemma 55, this is the case if, and only
if, there is a derivation in . for — y; = (y2 = ...(y, = ¥)...). By
Corollary 54, this is the case if, and only if, there is a derivation in . for
I° — y. O

5.2. Cut Elimination for MBC and MCI

In this subsection, the cut-elimination theorem is established for both sys-
tems MBC and MCI. The method used here is drawn from the one found in
(Girard, Taylor, and Lafont, 1989) for classical logic, although it does not fit
so elegantly as in the original. The reader not interested in syntactical details
can safely skip this section.

Definition 57 (Cut Complexity, Cutting Formula). The complexity of an ap-
plication of the Cut rule is the complexity of the formula whose occurrences
are consumed by this Cut, which is called its cutting formula.

Definition 58 (Derivation Complexity). The cut complexity of a sequent
derivation is the maximum value of the cut complexity of all cut applica-
tions occurring on it. If there is no such an aplication, the cut complexity of
the derivation is 0.

Lemma 59. Let n be a derivation in . € {MBC,MCI} of the sequent
I' — Aand ¢ be a formula occurring in A introduced only by Wk-R. Thus
it can be constructed a proof in . for the sequent U +— A—q with the same
cut complexity of m and in which all formula occurrences in the concluding
sequent ' +— A — ¢ are introduced by the same rules introducing the
corresponding occurrences in the concluding sequent ' +— A of m.

Proof. It suffices to remove from m all ancestors of the occurrences of ¢ in
A, and maybe some applications of Ct-R on them, up to the introductory
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application(s) of Wk-R and then removing this(these) very application(s). It
can be seem that this process will not break any rules or result in a ill-formed
derivation. O

Corollary 60. Let m be a derivation in . € (MBC, MCI} of the sequent
I' —> A. Then there exists a derivation n’ in . of the sequentT' +— A— L
with the same cut complexity of m and in which all formula occurrences of
the concluding sequentI' — A — L are introduced by the same rules intro-
ducing the corresponding occurrences in the concluding sequent I’ — A

of m.

Proof. Observe that there is no rule in MBC or MCI introducing L to the
right. Thus all occurrences of it in A must be introduced only by Wk-R and
the result follows from Lemma 59. O

Lemma 61. Ler . be MBC or MCI, & be a sequent derivation in . for
' — A, ¢ and @ be a sequent derivation in . for A,¢ +— Z. If the
designated occurrence of ¢ is introduced in © by a selected application of
Ax and some other rules (including maybe another different applications of
AXx), then there is a sequent derivation ' in . forT,A +— A E, ¢:

.
A — AE @

whose cut complexity is the maximum of those of ® and @ and in which the
occurrence of ¢ designated in the concluding sequent is introduced by the
same rules as those introducing the designated one in the conclusion of r,
except for the selected application of Ax. Also all other formula occurrences
in the concluding sequent of n’ are introduced exactly by the same rules
which introduce the corresponding occurrences in the conclusions of m or
@. Moreover, if the occurrence of ¢ in the conclusion of m is introduced only
by the selected application of Ax, then the proof n’ can be constructed for
A — AE:
N
A — AE

and, as well, the cut-complexity of n’ is the maximum of those of m and @
and in this proof all formula occurrences in the conclusion are introduced
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exactly by the same rules which introduce the corresponding occurrences in
the conclusions of m or @.

Proof. Let r be the last rule of m. The proof goes by induction on A(r). If
h(m) = 1, the derivation 7 is restricted to a single application of Ax or LL.
If r = LL, then ¢ = L and it is not introduced by Ax and then the result
trivially holds. If r = Ax, by the hypothesis on the concluding sequent of ,
the rule » must be an application of Ax introducing ¢, and also I' = {¢} and
A = {}. Observe that this is the only rule introducing ¢ and thus it suffices to
take 7’ as @. Suppose now that () > 1 and that the result holds good for
all sequent derivations p for which ha(p) < h(r).

Suppose now that the designated occurrence of ¢ is not produced by r
and that r is any rule in which there is only one sequent in its antecedent. Let
w1 be the sub-derivation for the unique sequent in the antecedent of r, the sets
®; and O, be the multi-sets formed by the formula occurrences consumed
by r, and IT; and I1, the multi-sets formed by the occurrence produced by r.
Thus, the proof 7 can be depicted as follows:

. T
IO, — A,0,,¢
I'1I; — A, I, ¢

r

in which the multi-sets of the succedent of r are such that I" = I'” U TI; and
A = A’ UTI,. Observe that the designated occurrence of ¢ in the conclusion
of & is introduced exactly by the same rules which introduce the designated
occurrence of ¢ in the conlcusion of ;.

Observe also that, as the rules considered produce exactly one formula
occurrence, the multi-sets Il; cannot be both different from () at the same
time for the same rule r. For instance, if r = D, then I} = 0,1, =a —
and the multi-sets of consumed occurrences are then ®; = {a} and @, = {8}.
If r = Wk-L, then I, = ®; = ®, = 0 and II; is the singleton formed by
the formula produced by r. Now, let ® = {} if the designated occurrence of
¢ is introduced only by the selected application of Ax or @ = {¢} otherwise.
By induction hypothesis on 7; and @, there is a sequent derivation 7 for
I',0;,A +— A,0,,E,®. The cut-complexity of 7| is the maximum of
those of 1 and @. If @ # {}, the occurrence of ¢ € ® in the conclusion of 7
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is introduced by the same rules as those introducing the one in the conclu-
sion of 7y, which coincide with those introducing ¢ in the conclusion of r,
except for the selected application of Ax. Also all other formula ocurrences
are introduced exactly by the same rules that introduce the corresponding
occurrences in 71y or @. Now, let 7 be the derivation constructed from 7} by
the application of r:

Iir’l
IO.A — A,0,E.0 (T
.
.. A — A TL.E®

This is possible because the only requirements for r to be applied, except
in the case in which r = =L, are satisfied by the presence of the multi-sets
0®; of formula occurrences to be consumed by it. If » = =L, introducing, say,
an occurrence of a formula —a, there also must be an occurrence of ca €
I in order for r to be applied. However, this is always the case, as r is al-
ready employed in 7, and this guarantees the occurrence of o in I'’. Observe
that all formula ocurrences in the conclusion of 7/, other than the one in @,
are introduced exactly by the same rules that introduce the corresponding
occurrences in the conclusions of 7 or @.

Now, suppose r has two sequents in its antecedent and does not produce
the designated occurrence of ¢. Therefore r € {—E, Cut}. Let 7, and 7, be
the sequent derivations of the sequents in the antecedent of r and suppose the
designated occurrence of ¢ in the conclusion of 7 has as its predecessor an
occurrence in the conclusion of ;. Let I be the set formed by the occurrence
produced by r (or the empty set, if there is none):

:7'(1 :71'2
Fl > A],a’ Fg,ﬁ —> Az,(p n
r
[, 0,01 — A Mg,

Observe that the designated occurrence of ¢ in the conclusion of 7 is intro-
duced exactly by the same rules which introduce the designated occurrence
of ¢ in the conlcusion of m,. Now, let ® = {} if the designated occurrence of
¢ is introduced only by the selected application of Ax or @ = {¢} otherwise.
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Let 7, be obtained by the induction hypothesis on 7, and @. Thus, 7’ is the
derivation constructed from 7y and 7} by the application of  on « and f:

:71'1 JT’Z
I' — A« oA — Ay, E, @ a

L0 ILA — ALALE, @

The case in which the designated occurrence of ¢ has as its predecessor an
occurrence in the conclusion of 7r; is similar. Also observe that the above
derivation fits the other requirements of the present lemma.

It only remains to address the cases in which the designated occurrence
of ¢ is produced by r. The rule r cannot be a logical rule or a Wk-R, as ¢
would then not be introduced by Ax. Thus, the only possible case is » = Ct-R
and then the derivation 7 is as follows:

:71'1

' — Ao
r
I' — A

The selected application of Ax introduce only one of the designated occur-
rences of ¢ in the conclusion of ;. Let then ® = {} if this occurrence is
introduced only by the selected application of Ax or ® = {¢} otherwise. Let

'} be the sequent derivation obtained by induction hypothesis on 7; and @
for the occurrence of ¢ introduced by the selected application of Ax:

-
LA — AE D¢

Depending on whether ® = {¢} or ® = {}, Ct-R is applied to the end of
or not (respectively):

L
.71'1

LA — AE Q0

(Ct-R)’
LA — AE @
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in which (Ct-R) represents one or zero applications of Ct-R. It is not hard
to see that the designated occurrence of ¢ in the conclusion of the above
derivation is introduced by the same rules as those introducing ¢ in 7, except
for the selected application of Ax and that all other occurrences are intro-
duced by the same rules introducing the corresponding occurrences in 7 or
@. The above derivation has the same cut-complexity as 7} and so, by in-
duction hypothesis, this is the maximum of 7; and @, what coincides with
the maximum of 7 and @. O

Corollary 62. Let . be MBC or MCI and r be a sequent proof in . for
' — A. Let @ be a sequent proof in . for A, +— E and A be the multi-
set obtained from A removing all occurrences of ¢ in A introduced only by
Ax in the conclusion of . Then there is a sequent derivation ' in . for
A — K, E whose cut-complexity is the maximum of those of m and @:

E7T/

LA — AZ

in which all occurrences of ¢ in A (if there are any) are not introduced by
Ax.

Proof. The proof 7’ can be obtained by the repeatedly application of Lemma
61 on 7 and @. O

Lemma 63. Let w be sequent proof in MBC or MCI of T +— A, —¢:

T
' — A -

in which the designated ocurrence of the formula - is not introduced by Ax.
Therefore there is a sequent proof @’ of I, +— A with the same cut-
complexity of w:

Lw’

e — A

in which all formula ocurrences in the concluding sequent, except the one of
¢ designated on the left, are introduced exactly by the same rules introducing
them in @.
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Proof. The proof goes by induction on i(w). If h(w) = 1 the proof is trivial
for @ is restricted to a single application of Ax or LL and in these cases
the derivation @ does not fit the assumptions stated in the hypothesis. Sup-
pose h(w) > 1 and that the result holds good for all sequent derivations 7
for which h(r) < h(w). Let r be the last rule of @ and suppose that the
designated occurrence of - is not produced by r.

If r has only one sequent in its antecedent the proof is as follows. As in
the proof of Lemma 61, let @, be the sub-proof of the unique sequent in the
antecedent of r, ®; and ®, be the multi-sets formed by the formulas occur-
rences consumed by r, and I1; and IT, multi-sets formed by the occurrence
produced by 7. Thus, the proof @ is as follows:

:’ZD'l
[0 — A0,
r
LI — AT, -

Now, by induction hypothesis, there is a sequent derivation @/ of
[0, ¢ — A,0, in which all formula ocurrences are introduced exactly
by the same rules that introduce them in @,. Let @’ be the derivation con-
structed from @ by the application of r:

o

[,0,p — AO, (@
,

l—" Hl P As H2

This is possible because the only requirements for r to be applied, except
in the case in which r = =L, are satisfied by the presence of the multi-sets
®; of formulas to be consumed by it. If » = =L and its principal occurrence
is of a formula —¢, it also must be a formula o« € I'. However, this is always
the case, as r is already employed in @, what guarantees the presence of o«
in I. It is easy to see that all formula ocurrences in the conclusion of @’ are
introduced exactly by the same rules that introduce them in .

Now, suppose r has two sequents in its antecedent and, thus, r € {—E,
Cut}. Let @, and @, be the sequent derivations of the hypotheses of r and
suppose the designated occurrence of - has as its predecessor an occur-
rence in the conclusion of @,. Let I1 be the set formed by the occurrence
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produced by r (or the empty set, if there is none):

Zwl :’lD'z
I' — A« [, — Ayymp (T
,

rl’FZaH [ Al’AZ, -Q

Now, let @’, be obtained by the induction hypothesis on @;. Thus, @’ is the
derivation constructed from @ and @/ by the application of  on « and f:

Zwl ’(D'/z
I — A« I,0,8 — Ay (@
r
[0, 1L — Ay, A

/

By induction hypothesis, the formula occurrences in the conclusion of the
above derivation, except the one of ¢ designated on the left, are introduced
by the same rules introducing the corresponding ones in the conclusion of @.
The case in which the occurrence of —¢ has as its predecessor an occurrence
in the conclusion of @) is similar. Now, it only remains to address the cases
in which the designated occurrence of —¢ is the principal formula occurrence
of r:

1. If » = =R, its principal formula occurrence is exactly the occurrence
of = in question. It suffices to take @’ as the sequent derivation for
the only sequent in the antecedent of this application of r.

2. If r = Ct-R, w is as follows:

le

r > A, —|(p, —|(p

r
r | — A,—|()0

By the induction hypothesis on @, there is a sequent derivation @
such that:

. 7

s

I — A, —p
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As the designated occurrence of —¢ on the right of the conclusion of
@ is not introduced by Ax, so the occurrences of this same formula
designated on the right of the conclusion of @ are not. Thus, by the
induction hypothesis on @, the designated occurrence of —¢ on the
right of the conclusion of @ is not introduced by Ax and, by the in-
duction hypothesis on @, there is a sequent derivation @’ such that:

@
Lo, — A

and the required derivation @’ can be obtained from @’ by an appli-
cation of Ct-L.

3. If r = WK-R, with principal formula occurrence the designated -,
@’ can be obtained from the proof of the antecedent of @ by an appli-
cation of Wk-L.

Lemma 64. Let @ be sequent proof in MCI of T+ A, op:

. w
I' — A, o0p
in which the designated ocurrence of the formula oy in the concluding se-

quent is not introduced by Ax. Therefore there is a sequent proof @’ for
I, o, ¢ +— A with the same cut-complexity of w:

tw’
r,sp,ﬁSD —> A

in which all formula ocurrences in the concluding sequent, except for those
of ¢ and —¢ designated on the left, are introduced exactly by the same rules
introducing them in @.

Proof. The proof is very similar to the previous one and is left to the reader.
m]
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Lemma 65. Let . be MBC or MCI and @ be a sequent derivation in
& whose last rule is the application of a Cut on occurrences of a formula
@. Suppose also that ¢ is introduced to the right by the last rule r of the
derivation @) for the first sequent in the antecedent of this Cut, and to the
left by the last rule r, of the derivation @, for the second sequent in the
antecedent of this Cut:

o] P

——— | - In
rl [— A17§0 QO’FZ — A2
Cut

I, I — AN

Suppose also that r| and r, are logical rules, and that the cut complexities of
w and @y are lower than that of @. Then, there exists a sequent derivation
@’ in . for the same sequent derived by w and whose cut complexity is
lower than that of @.

Proof. Depending on the cut formula occurrence ¢ the proof is divided in
some cases. The cases in which ¢ = L, ¢ € Var or ¢ = o are impossible as
there is no logical rule introducing L to the right, no logical rule introducing
oa to the left or introducing propositional variables to any side at all. The
case in which ¢ = @ — S is the same as for classical logic and is left for
the reader to check. For the remaing cases, ¢ = —a@, r; = -R and r, €
{=L, —oL}:

1. ¢ = ~a,r; =-Rand r, = -L:

LW

7 * /
.l 1P
IN,a — A [, o0 — A,
— R -L
I' — AL -« [, 00, ~a — A,

Cut

LT, 00 — A Ay

Then, @ is the following:
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’
1

. @) LW
[, 00 — A, IN,a — A

Cut

rl, Flzs o AlsAz

2. ¢ = =, r; = =R and r, = —oL. Therefore @ = ="*'oq:

. ’ L
:wl .w2

I',="od’ — A; I — Ay, —"od’
1 —|R N —|OL
I — A, """ od I, 2" od — A,
Cut
I, — AL A
Then, @ is the following:
o, ©
I — Ay, —"od’ I, ~"a’ — A
Cut

F],Fz | — A],A2

O

Lemma 66. Let . € (MBC, MCI}, the derivations @, @', w’l and ng
be sequent derivations in . with cut-complexities lower than l(oy) for the
sequent I +— A, the sequent I, oy,—~y +— A/, the sequent I',T" —
oy +— A —oy, A,y and the sequent oy,I” — oy,—y +—— A’ respectively.

Moreover suppose the last rule of @’ is an application of =L introducing the

designated occurrence of —y on the left. These derivations can be depicted

as follows:
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Thus a derivation @ in . can be obtained for T',I" —oy,—y +— A—oy, A’
with cut-complexity lower than I(ovy).

Proof. If oy € T, the derivation @ can be obtained applying -L to @,
resulting in a derivation with the same cut-complexity of @/. If oy ¢ A,
then A — oy = A and the derivation @ can be obtained by weakenings on 7.
In these two cases the derivation constructed has cut-complexity lower than
l(oy), by the hypothesis on @ or x. For the remaining of the proof it can be
assumed that oy ¢ I" and oy € A.

Suppose now that there is no occurrence of oy in A introduced by Ax. In
the case in which . = MBC, all occurrences of oy in A are introduced only
by WK-R, as there is no rule introducing the consistency connective o to the
right in MBC. By Lemma 59, it can be found a derivation for the sequent
I' — A — oy with the same cut-complexity of 7 and the required sequent
can be obtained from it only by weakenings. In the case in which . = MCI,
by repeatedly using Lemma 64 and some Ct-L, a derivation 7 with the same
cut-complexity of 7 can be constructed such that:

LN

. T

Iy,~y — A—-oy

It follows that a derivation for the required sequent can be constructed ap-
plying a Cut on the conclusions of @/ and #, consuming the designated
occurrence of y on the left of 7 and on the right of @/, followed by some
contractions:

/ © A

.wl T

ILI"—oy +— A—oy, Ay L,y,~y +— A—o'yC
ut
ILI'—oy,I,=y +— A—oy,A',A—oy
(Ct-L, Ct-R)*

[T —oy,=y — A—oy, N

Observe that the cut-complexity of the above derivation is the maximum of
I(y), the cut-complexity of & and the cut-complexity of @], and so lower than
[(oy). For the remaining of the proof it can then be assumed that there is at
least an application of Ax in 7 introducing some occurrence of oy in A.
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By Corollary 62 on 7 and @, T it can be found a derivation @, ", for the
sequent [,I” — oy,=y +— A A’ in which A C A stands for the multi-
set obtained by the removal of all those occurrences of oy in A introduced
exclusively by Ax in @, . All the remaining occurrences of oy in A (if any)
are not introduced by Ax in 1;; and the cut-complexity of the derivation
obtained in this way is the maximum of the cut-complexities of 7 and @, .
If there are no remaining occurrences of oy in Z then A = A — oy and to
complete the proof it suffices to take @ = z/U; . Therefore it can be assumed
that there is at least one occurrence of oy in A. In the case in which .% =
MBC, as in MBC there is no rule introducing the consistency connective
o to the right, all remaining occurrences of oy in A are introduced only by
WKk-R and, by Lemma 59, it is possible to construct a derivation for the
required sequent. It can then be assumed that . = MCI and that there are
some occurrences of oy in A but none of them introduced by Ax in g’; .

By repeatedly applying Lemma 64 and some Ct-L, there is a derivation
with the same cut-complexity of z/U; for the sequent: I,I” — oy,y, -y +—
A —oy,A’. By the application of a Cut, with cutting formula y, on this
derivation and on w’l followed by some contractions, one can construct the
following derivation for the required sequent:

lw!
. l .
LT —oy +— A—oy, AN,y LI —oy,y,~y +— A—oy, A
Cut
LI —oy,IL,LI" —oy, =y +— A—oy,A',A—oy, A
(Ct-L, Ct-R)*

[,[" —oy,—~y +— A—oy, A

in which (Ct-L, Ct-R)* stands for a number of applications of Ct-L and
Ct-R. Observe that the above derivation has as cut-complexity the maximum
of the cut-complexities of @}, @/, and of /(y), which is still lower than

(). o

Lemma 67. Let ¢ (MBC,MCI} and ¢ € Ls.. Let m and ' be sequent
derivations in . for the sequents T +— AandI”" +—> N, respectively,
whose cut complexities are lower than I(p). Therefore, there exists a sequent
derivation @ in . of the sequent T,T" — ¢ +—> A — ¢, N, whose cut
complexity is lower then I(p).
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Proof. The proof goes by induction on A(rr) + h(rr"). The induction basis, for
which h(m) + h(n") = 2, is established by itens 1a, 1b and 1c below. Suppose
now that A(w) + h(n’) > 2 and that, for all derivations p and p’ of . for
which h(p) + h(p") < h(r) + h(n’), deriving the sequents I', —— A, and
I'y = A, respectively, there exists for all € L5 a sequent derivation
in .7 for the sequent I',,T'y —¢ +— A, —, A, whose cut-complexity is
lower than /(). Let r denote the last rule of 7 and r’ the last rule of 7’.

1. Suppose r € {Ax, LL} or ' € {Ax, LL}.

(@) If r =LL,then ' = {L} and A = {}. In such a case, the sequent to
prove: L,I” —¢ +— A’ can be obtained from 7 by repeatedly
weakening.

(b) If ¥ =1L, thenT” = {L}and A’ = {}. In the case that ¢ # L, the
sequent to prove: [, L +— A — ¢ can be obtained from 7’ by
weakenings. If ¢ = L, the sequent to prove: ' — A — L can
be obtained from & by Lemma 60.

(c) If r = Ax or ' = Ax, the proof presents no difficulty and is left
to the reader.

For the remaining of the proof, it can then be assumed that  and ’ are
both different from Ax and LL.

2. Suppose r is a rule that does not produce an occurrence of ¢ to the
right.

(a) In the case in which r has just one sequent in its antecedent, 7
and 7" are as follows:

. YS!
F,G)] | A, @2 T .
r I' — A
I, — AILL
in which the formulas consumed by r are present in the multi-
sets ®; and ®, and the formula produced, in I1; or [1,. By in-

duction hypothesis, as h(my) + h(n') < h(m) + h(n’), the appli-
cation of the lemma to mr; and n’ results in a sequent derivation

v d
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w for the sequent ', 0;,I" —p +— A—¢,®; —p, A’ with cut-
complexity lower than /(). The following derivation can now be
constructed:

@
[,O,I"-¢ |—>'A—<,o,®2—¢,p,A’
[Lo,I'—¢ +— A—¢,0,,A
LT —¢ — A— I, A

(Wk-R)*

in which (Wk-R)* stands for zero or more applications of Wk-R,
whether ¢ € ©, or not. The above application of r is always pos-
sible for, if r # =L, it needs only to consume the formulas in the
sets ®; and O, to produce the one in I1; or I1,, in the same way
it is done in 7. In the case in which r = =L, it can be applied
for its constraint formula occurs in I', as it can be observed from
the fact that r is also applied as the last rule of x, and in such a
derivation the constraint formula can only occur in I'. Observe
now that the concluding sequent of the above derivation is ex-
actly the one required, for (A, I1;) —¢p = A— ¢, I, as ¢ ¢ I, for
it is presupposed r not to introduce ¢ to the right. Also observe
that the above derivation has the same cut-complexity of @, and
so this is lower than I(¢).

If r has two sequents in its antecedent then r € {—E, Cut} and

does not produce ¢ to the right. The derivations 7 and 7’ are as
follows:

:7‘1’1 :7T2
I' — A« [LBr— AT
,

4

I' — A

I[H— A

in which, in the case that » = Cut, the multi-set I is empty
and the occurrences « and S are from the same formula: the
cutting formula. In the case that r = —E, the multi-set IT col-
lects the occurrence produced by r, that is, I = {& — g}. By
induction hypothesis, there is a derivation @, for the sequent
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LIV —¢ +— (A, @) — ¢, A’ and a derivation @, for I, 8,1" —
¢ — A -, A, both of them with cut-complexity lower than
[(¢). The following derivation can then be constructed:

le
[LT'—¢ — (Aa)—¢, N :
(WK-R)’ @
IT'-¢ — A-—g,a, A BT —p — A—p, A

r
LT -0, T -1 +— A—p,N,A—p,N

(Ct-L, Ct-R)%
LILT —p — A—gp, A

in which (Wk-R) stands for zero or one application of Wk-R
introducing «, depending whether @ = ¢ or not. Observe that,
if r = —E, the cut-complexity of the above definition is the
maximum of the cut-complexities of @ and @,, which are both
lower than [(¢). If r = Cut, the cut-complexity of the above
definition is the maximum of the cut-complexity of @, the cut-
complexity of @, and the complexity of the application of this
Cut. The cut-complexities of @ and @, are lower than /(¢), by
the inductive hypothesis, and the cut complexity of this Cut is
also lower than [(¢), for, by the hypothesis, the cut-complexity
of & is lower than [(¢).

3. Suppose 1’ is a rule that does not produce ¢ to the left.

(a) Suppose ' is a logical rule different from —E and —L that does
not introduce ¢ to the left, or 7’ is a structural rule different from
Cut that does not produce ¢ to the left. Thus 7 and 7’ are as
follows:

.
. r,’®1 > A’,@z 4
' — A e
F,’Hl — A’9H2

. T ’

in which the formulas consumed by r’ are present in the multi-
sets ®; and O, and the formula produced by it in I1; or I,. By
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induction hypothesis, as h(r) + h(r}) < h(r) + h(n’), the applica-
tion of the lemma to 7 and 7| gives a sequent derivation @’ for
LI —¢,0,—¢ — A—-p,A,0, with cut-complexity lower
than [(¢). The following derivation can now be constructed:

L
.wl

ILI'—¢,0,—¢ — A—p,N,0,
(Wk-L)*
F’r/_‘pa@l — A_‘p’A,’®2
P

r,r'_%nl — A_‘P’A,,HZ

in which (Wk-L)* stands for zero or more applications of Wk-L
depending whether ¢ € ®; or not. The above application of r’
is always possible for, as ’ # —L, it needs only to consume the
formulas in the sets ®; and ®, to produce the one in I1; or I1;.
Observe now that the concluding sequent of the above derivation
is exactly the one required, for (I",I1;) — ¢ = T" — ¢,I1;, as
¢ ¢ II, for it is presupposed ' not to produce it to the left.
Also observe that it has the same cut-complexity of @, which is
lower than [(¢).

Suppose r’ is =L applied to an occurrence of a formula y that
does not introduce ¢ to the left. If ¢ # oy, the proof goes as in the
previous item: just observe, following the above construction,
that in such a case oy € I" — ¢. Thus it remains to address the
case in which ¢ = oy and the derivations 7 and 7’ are as follows:

.

:7'( r/,o,y N A,,'y 71'/

r — A =L
Ioy,—y +— A

The induction hypothesis on 7 and 7} gives a derivation @/ with
cut-complexity lower than /(oy) such that:

L
.ZD'I

[LI"—oy +— A—oy, A,y
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By induction hypothesis on the one step derivation:

— Ax

O’y > O’)/
and 7’ there is a sequent derivation @/, with cut-complexity
lower than [(¢) such that:

LT,
oy, I" —oy,~y +— A
The result then follows from Lemma 66.

(c) Suppose that ¥ = —E and does not introduce ¢ to the left, or
that = Cut. The proof is similar to one of item 2b and is left
for the reader to check.

It can now be assumed that r produces an occurrence of ¢ to the right
and ' produces an occurrence of ¢ to the left.

4. If r € {WK-R, Ct-R} and produces an occurrence of ¢, the result is
obtained by the induction hypothesis on the sub-derivation for the an-
tecedent of r and n’.

5. If ¥ € {Wk-L, Ct-L} and produces an occurrence of ¢, the result is
obtained by the induction hypothesis on 7 and the sub-derivation for
the antecedent of 7.

It can now be assumed that r is a logical rule introducing ¢ to the right
and that 7’ is a logical rule introducing ¢ to the left.

6. Suppose r is a logical rule that introduces ¢ to the right and 7’ is a
logical rule that introduces ¢ to the left. Let / be the number of se-
quents in the antecedent of 7 and J, the number of sequentes in the

antecedent of /. Fori € {l,...,I} and j € {1,...,J}, m; and n;. are,
respectively, the sequent derivations of the sequents I; +— A; and
l"; — A; in the antecedents of r and #’. For i € {1,...,1}, by the

induction hypothesis on 7; and 7/, one obtains the derivation(s) @;
for the sequent(s) [;,[" —¢p +— A; —@,A’. For j € {1,...,J}, by
the induction hypothesis on 7 and 7, one obtains the derivation(s)
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w;. for the sequent(s) T, l"; —p — A-gp, A;.. Now, the rule r
can be applied at the end of the derivation(s) @; yelding the sequent
rLr—¢ — A—-¢,A’,¢and r at the end of the derivation(s) w;
yelding the sequent I', " — ¢, +— A — ¢, A’. This can be done be-
cause the occurrences consumed by r are present in the multi-sets T;
and A; — ¢, and the occurrences consumed by #’, in the multi-sets l"; -
and A}: just observe that the formulas consumed by these rules are dif-
ferent from ¢, and so must also occur in A; — ¢, for r, and in 1"} -,
for . Also in the case in which " = =L producing a formula ¢ = —y,
then ¢ # oy, and so oy € I} — ¢. It is possible then to construct the
following derivation:

= o o @
.7 —¢ — A —@, A I, - — Ap—p,A LT —¢ +— A-gA] LT -¢ +— A-gN)

r r

LM —¢ — A-gN.¢ LI —g.¢ — A—@,N
Cut

LT -0 —¢ — A—p, A, A—g, N

(Ct-L, Ct-R)*
I —¢ — A—g N

In the above derivation there is a Cut on ¢, and the sub-derivations of

this cut have cut-complexities lower than /(). Observe that the sub-
derivation ending in this Cut fits the hypothesis of Lemma 65, and
thus there exists one derivation for the same sequent with lower cut-
complexity. To obtain the required derivation, it suffices to replace this
derivation obtained from Lemma 65 for the one ending in the Cut on
¢ above.

[m]

Lemma 68. If there is a derivation  forT +— A in . € {MBC,MCI}
with cut-complexity greater than 0, then one can found a proof i’ in . for
the same sequent I' — A with a lower cut-complexity.

Proof. The proof goes by induction on h(rr). If A(w) = 1 then it has cut-
complexity 0 and the results holds trivially. Suppose now /() > 1 and that
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the result holds good for all derivations n” for which I(z") < (). Let the fol-
lowing be a sub-derivation of 7 ending in a cut with maximum complexity:

:71'1 :772

L — Aoy Iy — N

Cut

LT — AN
If some of the 71; has the same cut complexity of the above derivation, let @;
be the derivation obtained from it with lower cut complexity by the induction
hypothesis (or let simply @; = x; otherwise). Then, by the application of
Lemma 67 on @w; and @y, it is possible to construct the following sequent
derivation:

ra(r,7‘10)_(10 — (A’SD)_QD’A/
LIV — AN

(Wk-L, Wk-R)=

with cut-complexity lower than /(¢). Now, replace in n the sub-derivation
with greater cut-complexity for the above, with lower cut-complexity. To
finish, repeat the process for all sub-derivations ending in a cut of complexity
I(p). O

Theorem 69 (Cut Elimination). All sequents derived in MBC and MCI
(Definitions 49 and 50) can be derived without the use of the Cut rule.

Proof. For a given sequent derived in one of these calculi, repeatedly apply
Lemma 68 on a derivation for it until obtain a proof with cut-complexity 0.
O

6. Applications to mbC and mCi

In this section some new results will be established for the logics mbC and
mCi. Taking profit of the results obtained in the previous sections, the re-
sults will be firstly proved for the version of these logics over signature X+,
namely mbC* and mCi*. However, due to Theorem 37, these results are
also valid for the original formulation of these logics, namely mbC"" and
mCi"Y, respectively.
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6.1. mbC is not controllably explosive

Contradiction, with respect to a given negation connective —, is simply the
presence of both a formula ¢ and its negation - at the same circumstances.
From a classical standpoint, the presence of contradictions is inseparable of
triviality (the fact that all formulas are entailed). Paraconsistency is the study
of contradictory yet non-trivial theories. There are levels in which some
logic can cope with the compromise between contradictoriness and trivi-
ality. The explosive approach, that of classical logic for instance, says that
from any contradiction all formulas can be entailed. On the other pole, there
are logics not finitely trivializable, that is, for which there is no finite set of
formulas entailing all possible formulas. Somewhere between these oposite
poles, there are logics for which contradictions involving certain kinds of
formula schemes indeed trivialize. To make this point clear, from (Carnielli,
Coniglio, and Marcos 2007) it can be taken the following definition:

Definition 70 (Controllable Explosiveness). A standard logic .Z over the
language L is said to be controllably explosive in contact with some formula
e(p1, ..., pn) € L if the following hold:

1) e(ay,...,a,) ¥ ¥ for some choice of {1, ...,a,} and some ¥, i.e.,
@ is not a bottom formula schema;

(1) —e(ay,...,a,) ¥ ¢ ¢ for some choice of {ay,...,®,} and some i, i.e.,
- is not a bottom formula schema;

(i) e(ay,...,a,), play,...,a,) - § for every {ay,...,a,} and .

Definition 71 (Controllably Explosive Logic). A logic .Z is said to be con-
trollably explosive if there is some formula ¢ that .Z is controllably explo-
sive in contact with ¢.

Examples 72.

1. Clearly, a logic is explosive iff it is controllably explosive in contact with
e(p)) 2 pr.

2. Da Costa’s logic C; — see (Costa 1963) — defined over the signature
MY without the consistency operator o, is an LFI in which consistency can

. . de
be defined in terms of the other connectives as follows: a° =4 —(a A —a).
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Being so, it is paraconsistent, but it is controllably explosive in contact with
def
o(p1) = (p1 A=p1)as, for every a and y,

(@ A —a), (e A —a) ke, Y.

The version of Cy in the full signature ™V is called Cila, and it is an exten-
sion of mCi — see (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007).

3. By its turn, mCi (and every extension of it, including Cila) is controllably
explosive in contact with ¢(p) 4 op1.

In fact, the following theorem can be established for all non-trivial exten-
sions of mCi, relating derivability of consistent formulas with controllable
explosiveness.

Theorem 73. Let £ be a non-trivial extension of mCi such that the implica-
tion (occurring in the axioms of mCi) satisfies MTD. Then £ is controllably
explosive in contact with ¢ if, and only if, the formula oy is a theorem of L.

Proof. See (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007, Theorem 79). m]

Regarding now mbC, as observed in (Carnielli, Coniglio, and Marcos
2007, p.84), in this logic there are no theorems of the form oyp. So the fol-
lowing question was posed in (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007): is
mbC a controllably explosive logic? As it will be seen in Theorem 79, the
answer is no: in mbC, any formula ¢(py, ..., p,) satisfying Item (iii) of Def-
inition 70 must be a bottom formula schema, that is, it violates Item (i) of
Definition 70.

The proof of Theorem 79 requires some technical results concerning the
sequent calculus MBC.

Lemma 74. In a derivation of the sequent calculi defined in the previous
section, the only way for a formula ¢ occurring in a sequent of this deriva-
tion not to occur at the concluding sequent, or as a sub-formula of an oc-
currence in the conclusion, is if there is some applications of Cut consuming
occurrences of .

Proof. Just observe that, in such sequent calculi, Cut is the only rule which
does not produce a formula occurrence in which the consumed occurrence
stands as a sub-formula. O
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Lemma 75. For the sequent calculi defined in the previous section, if some
formula occurs on one side of a sequent of a derivation, then it must occur as
a proper sub-formula in all of its descendants occurring on a different side.

Proof. Just observe that in order for any formula occurrence to have de-
scendants on a different side than its own, some descendant of it must have
to be consumed by an application of a logical rule. All logical rules only
produce an occurrence in which the consumed one occurs as a proper sub-
formula. O

Lemma 76. Let . be MBC or MCI and n be a derivation in £ for the
sequent ' +— A, and let ¢ be a formula occurring in T, introduced only
by Wk-L and such that ¢ # oy for all y € Ls.. Then, it can be constructed
a proof in L for the sequent T — ¢ +— A with the same cut-complexity
of m and in which all formula occurrences in the concluding sequent are
introduced by the same rules introducing the corresponding occurrences in
the concluding sequent of .

Proof. The proof is similar to the one of Lemma 59. Just observe that, in
order to remove the necessary occurrences of ¢ in m, such a removal must
not break any rule, and so ¢ must be different from oy for any y; removing a
formula of type oy could break an application of —L. O

Theorem 77. If there is a sequent derivation in MBC for the sequent
o, -0 +— L, then there is also a derivation for the sequent o +—— L.

Proof. From Theorem 69, there is a a cut-free derivation in MBC for
o,-0 > 1. Now, observe that the only logical rule of MBC which in-
troduces a negation to the left is =L and, by applying this rule on o, the
formula oo would have to occur in some sequent of the cut-free derivation.
But such a thing is impossible by Lemma 74, for oo~ would also have to occur
as a sub-formula of a formula occurring in 0, -0 +— L. The occurrence
of -0 also could not have been introduced by Ax, as this would imply, by
Lemma 74, in an occurrence of —¢ as a sub-formula occurring on the right
of the concluding sequent, or in an occurrence as a proper sub-formula of
some formula occurring on the left. Thus —o is introduced in the cut-free
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derivation only by Wk-L and, by Lemma 76, there is a proof in MBC for
o — L. O

Corollary 78. If there is a formula o such that, for all formulas ¢:
then, also for all formulas ¢ it must be that:

O FmbC ¢

Proof. For mbC+, the proof is a direct consequence of Theorem 77 and
Theorem 56. Only in this case the proof will be set for mbC"Y. Suppose
that, for some o € Ly~v and for all ¢ € Lyv:

O, =0 FmbCrY @

Taking ¢ = oo, by Theorem 37 and Definition 30:

o, =(0) Fmbe o(07)
Now, by Axiom bel* and some applications of MP:

0", =(0") Fmpcr L
By Theorem 77 and Theorem 56:
0" Fmpcr L

By Lemma 16, item 1, taking @ = (=0 A oo)*, and some applications of MP:

0" Fmpcr (20 A o0)”

By Theorem 37:
T Fmbcr (70 A 00)

Finally, by Axiom bel and some applications of MP:

O Fmpcry @
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Theorem 79. The logic mbC is not controllably explosive.

Proof. Suppose there is a formula ¢(py,..., p,) satisfying, in mbC, the
property (iii) from Definition 70. Then it follows from Corollary 78 that
o(ay, ..., a,) must be a bottom formula in mbC for all choices of a1, .. ., a,,
violating clause (i) from Definition 70. Therefore, for every formula ¢(p;,
..» pn), mbC is not controllably explosive in contact with ¢(py,..., p,).
Thus, mbC is not a controllably explosive logic, according to Definition 71.
O

6.2. On negated formulas as theorems of mbC and mCi

Now, an application of the results on the cut-elimination theorems estab-
lished in Section 5 will be given regarding the derivation of negated formulas
in mbC and mCi.

As it is well-known, the problem of provability can be reduced to that of
unsatisfiability in classical logic:

Theorem 80. Let I' U {¢} be any set of formulas of the language of CPL.
Then:

I FepL @ = T, — is unsatisfiable (Deriv — Unsat)

The above theorem states that an arbitrary instance of the problem of
derivability for CPL can be settled by the solution of the unsatisfiability
problem of a related instance concerning the classical negation. However,
such an equivalence does not hold, in general, for paraconsistent logics, if
we consider the paraconsistent negation instead of the classical one. Para-
consistent logics are most valuable for allowing one to understand how a
given formula and its (paraconsistent) negation can be both satisfied at the
same circumstances. Therefore, in the paraconsistent setting, there can be a
formula ¢ which is a logical consequence of a set I' of formulas and, nev-
ertheless, the set I' U {—¢} may have a paraconsistent model. In general, for
logics satisfying tertium non datur, only one side of the above equivalence
can be shown to hold. More precisely:

Theorem 81. Ler £ be a logic over a language L with a negation —. If £
is sound and complete for a semantics S = (M, F) such that, for all ¢ € L,
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and for all model M € M, either M satisfies ¢ or M satisfies —¢. Then:
I' e —= I, =@ is unsatisfiable in S

Proof. 1t is a direct consequence of the hypothesis and the definitions of
completeness, semantical relation and unsatisfiability. O

Concerning the LFIs under investigation, it is a well known fact that the
negation of any explosive formula in mbC or mCi is a theorem of this logic.
More precisely:

Theorem 82. Let £ € {mbC,mCi}. Suppose that ¢ is a bottom formula,
that is: for all formulas , it is the case that ¢ v . Then: +o —.

Proof. Observe that:

(¢ > —p) = ((wJ - =) - (g = L) > =) > w))

is a theorem of ., by Lemma 16, item 4. From the hypothesis, taking ¢ =
=, and by the deduction theorem, it follows that ¢ — = is also a theorem.
Finally, observe that (¢ — L) — —¢ is an instance of Axiom ~-. The result
follows then from MP. O

In semantical terms:

Theorem 83. Let £ be mbC or mCi and V be respectively V™C" o ymCit,
if the logics are over the signature T+, or let V be respectively V™" or
vmC™ it the logics are over the signature V. Then, for every @:

YveV:ivip) =0 = YveV:ivinp) =1

Proof. Itis an easy consequence of Theorem 82 and the soundness and com-
pleteness theorem of . with respect to bivaluations. A direct proof is also
possible, from the basic clause for - required for bivaluations. O

The converses of theorems 82 and 83, our second main result, are far
from obvious. However, they are a consequence of Theorem 69:
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Theorem 84. Let Z€ {mbC,mCi}. If some negated formula —¢ is a the-
orem of L, that is, v+ -, then ¢ is a bottom formula: ¢ v W, for all
formulas .

Proof. Let . be MBC if . is mbC, and let . be MCI if . is mCi.
For the logics in the signature X+, suppose +¢ —¢. From Theorem 56 and
Theorem 69, it follows that there is a cut-free derivation for +—— =g in
.. In such a derivation it is impossible that an application of Ax have been
used, for it would imply, by Lemma 74, another occurrence of —¢ on the
left of the concluding sequent or some occurrence of it as a proper sub-
formula of —¢ to the right, by Lemma 75. From Lemma 63, it follows that
the sequent ¢ +— can be derived in . and the result follows now from
Theorem 56. For the logics in the signature X"V, the proof is similar to the
one of Corollary 78. O

In semantical terms, we obtain the converse of Theorem 83:

Theorem 85. Let . be mbC or mCi and V be respectively V™€ or ymCt,

if the logics are over the signature T+, or let V be respectively V™C"" o

VmC™ it the logics are over the signature . Then, for every ¢:

YveV:iv(np) =1 = YveV:ivip) =0

Proof. 1t is a direct consequence of the previous theorem and the soundness
and completeness theorem of .Z with respect to bivaluations. O

Theorems 83 and 85 can be generalized to any semantics characterizing
mbC or mCi, assuming that it does not admit trivial models:

Theorem 86. Let £ be mbC or mCi and let S = (M, E) be a semantics for
Z,* which does not admit trivial models>. If £ is sound and complete for S
then, for every :

M satisfies —, for every M € I =
M does not satisfy ¢, for every M € M.

Proof. Suppose that M satisfies - for every M € M. Then F —¢ and so
ko -, by completeness of .Z w.rt. S. By Theorem 84, ¢ o 4 for all



Some investigations on mbC and mCi 67

formulas ¢ and, as S admits no trivial models and .# is sound for it, ¢ is
unsatisfiable in S. That is, M does not satisfy ¢ for every M € 9.
Conversely, assume that, for every model M € 9t, M does not satisfy
¢. Then ¢ F y, for every formula . In particular, ¢ F —¢ and so, by com-
pleteness of £ w.rt. S, ¢ +o —¢. From this, it is easy to prove — see, for
instance, (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007) — that +¢ —. Then, by
soundness of .Z w.r.t. S it follows that M satisfies -~ for every M € M. O

Theorem 87. Let . be mbC or mCi and let S = (I, F) be a semantics for
% which does not admit trivial models, such that £ is sound and complete
for S (for instance, let S be the bivaluation semantics for £). Then:

Fo - = @ is unsatisfiable in S

Proof. The proof is a direct consequence of Theorem 86, and of the sound-
ness and completeness theorem for . with respect to S. O

It is worth noting that the last theorem cannot be extended to non-empty
set of premises or to negated formulas. This is a consequence of the fact that
¢ and ——¢ are inequivalent in .Z, for .Z € {mbC, mCi}:

Theorem 88. There are examples of sets of formulas I and formulas ¢ such
that T v —@ and, nevertheless, I, ¢ has models. That is:

Iy —g = I, ¢ is unsatisfiable in S.

Proof. Let S be the bivaluation semantics for .Z’; let ¢ be any propositional
variable and I" = {—¢}. O

On the other hand:

Theorem 89. There are examples of formulas ¢ such that v ¢ and, never-
theless, = has models. That is:

Fo @ = - is unsatisfiable in S.

Proof. Let S be the bivaluation semantics for .Z, and let ¢ be (i V =) with
Y a propositional variable. m|
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7. Concluding Remarks

In this paper we present a new formulation for the logics mbC and mCi, in
a simpler signature which includes the bottom formula L as a constant. The
immediate effect of this move is that it allows to consider a single classi-
cal negation ~, which simplifies the construction and analysis of the logics.
Additionally, this allows to see in a clear way that these logics (as well as
their extensions) are, in fact, extensions of classical logic by adding two
non-truth-functional connectives: the paraconsistent negation — and the con-
sistency operator o. These systems (as well as da Costa’s C-systems C,,) are
not weaker than classical logic, as one could be naively tempted to believe:
they are stronger than classical logic since they extend it by adding new
conectives of an intensional character. This basic feature frequently remains
hidden or ignored, given that the construction of the classical negation within
these systems seems to be a secondary, rather unimportant fact. Starting from
classical logic from the very beginning intends to clarify this relevant feature
of these logics. The rigorous proof of the equivalence between both presenta-
tions of mbC (and also of mCi) is not as easy as one could imagine, because
of the non-self-extensionality of the involved logics.

Another contribution of the paper is the presentation of adequate se-
quent calculi for mbC and mCi in the new proposed signature. The desired
cut-elimination property, as well as other meta-properties of the calculi, are
also established with full technical details. From this analysis of the meta-
properties of these calculi it is possible to obtain two new and interesting
results concerning both logics.

The first new result concerns exclusively mbC, and answers (negatively,
as expected) an open question about it: is mbC a controllably explosive
logic? The negative answer to this question means that for no schema ¢ it
is the case that the contradiction {g, ~¢} is explosive, and so mbC is para-
consistent in a very strong sense (or, from another perspective, the paracon-
sistent negation in mbC is considerably weak).

The second new result, which holds for both mbC and mCi, states that
negated theorems must be unsatisfiable, in any semantics which does not ad-
mit trivial models. This is a somewhat surprising feature of these systems,
specially in the case of mbC, in which the paraconsistent negation is ex-
tremely weak, as it was pointed out.
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Notes

def def
%0 € @, and ~"*'a T -~a.

! Here -
2 Recall from (Carnielli, Coniglio, and Marcos 2007) that ~,3 = B — L, satisfies the
following: B, ~,8 + y forevery fand y; F BV ~uB, F = ~a~ef, and F ~y~.0 — B,
for every S.

3 The above enumeration is by no means complete: there are other proposals in the liter-
ature dealing with sequents for LFIs.

4 As usual, we define I = ¢ iff, for every M € I, if M satisfies y for every y € I' then M
satisfies .

5 That is: for every M € 9 there is a formula ¢ such that M does not satisfy ¢.
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Uma formalizacdo para o termo “poucos” em
sistemas l6gicos dedutivos

ANA CLAuDIA DE JESus GoLzIo

1. Introducao

Em sua tese de doutorado, Gracio (1999) apresentou um conjunto de sistema
l6gicos que buscavam formalizar, no ambiente quantificacional das lingua-
gens artificiais, algumas nog¢des intuitivas da linguagem natural, tais como
“muitos”, “a maioria” e “uma boa parte”. Estes sistemas 16gicos foram de-
nominados por Grécio: logicas moduladas.

Um destes sistemas modulados: a logica do muito motivou Feitosa et al.
(2009) a introduzir um sistema légico que buscava formalizar algumas pro-
priedades, caracteristicas do quantificador da linguagem natural “muitos”,
no ambiente proposicional e ndo mais quantificacional como feito por Gré-
cio (1999).

Golzio (2011), motivada por estes trabalhos, apresentou uma formaliza-
¢do de algumas propriedades do quantificador “poucos” da linguagem natu-
ral através de um sistema légico dedutivo, denominado l6gica proposicional
para “poucos”. Esta formalizacdo tem por base os seguintes principios:

a) Se poucos individuos do universo satisfazem a proposicao ¢ e se
todo individuo que satisfaz i, satisfaz também ¢, entdo ¢ também é
satisfeita por poucos individuos do universo;

b) Se poucos individuos do universo satisfazem a proposicao ¢, entdo
existe alguém que satisfaz ¢;

¢) O conjunto universo ndo contém poucos individuos.

Estas trés propriedades quando comparadas as propriedades adotadas
por Feitosa et al. (2009) permitem perceber que embora reconhecamos uma

Mortari, C. A. (org.) Tépicos de logicas ndo cldssicas.
Florianépolis: NEL/UFSC, 2014, pp. 71-82.
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dualidade entre “muitos” e “poucos”, a formalizacdo dada ao termo “pou-
cos” neste trabalho, ndo serd dual a formalizagdo introduzida por estes au-
tores. Seria possivel estabelecer aqui o conceito de “poucos” como dual ao
conceito de “muitos”. Entretanto, quando se afirma, por exemplo, que ‘“Mui-
tas pessoas sdo felizes”, mesmo que todas as pessoas do meu universo de
discurso sejam felizes, isso ndo parece contrariar a noc¢ao intuitiva que te-
mos de “muitos”. Em relagdo a nocdo de “poucos”, a afirmagdo: “poucas
pessoas gostam de sorvete”, ndo parece ter sentido em um universo de dis-
curso em que nenhum individuo gosta de sorvete. Por isso, a no¢do intuitiva
de “poucos”, abordada aqui considerard que o vazio ndo contém poucos ele-
mentos.

O objetivo deste trabalho é apresentar a légica proposicional para o
termo “poucos” (LPP) nos sistemas dedutivos: hilbertiano, tableaux e de-
ducdo natural e analisar tais sistemas dedutivos quanto a sua capacidade de
decidir se uma determinada férmula € ou ndo um teorema da l6gica proposi-
cional para o termo “poucos” apds um nimero efetivo de passos.

2. Uma légica proposicional para o termo ‘““poucos” na versao
hilbertiana

A ldgica proposicional para o termo “poucos” (LPP), na sua versao hilber-
tiana, introduzida em Golzio (2011) é definida sobre a linguagem Lp(—, A,
V, =, e, 1, T,0) pelo seguinte:

¢ Esquemas de axiomas:

Axp; Axiomas do célculo proposicional classico (CPC);
Axpy OL & L.
Axpy OT & L.

e Regras:
MP (Modus Ponens):

oYU
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Ri: ro—oy
Fo—1
FOY — Op

Ry Fooy
FOp & Oy

Nota: + ¢ significa que ¢ € um teorema.

Intuitivamente, o axioma (Axp;) diz que “uma contradi¢@o ter poucas
evidéncias equivale a uma contradicdo” e o axioma (Axp3) diz que “uma
tautologia ter poucas evidéncias, equivale a uma contradi¢cdo”. A regra (R;)
diz que “quando ¢ implica em i, se ndo € o caso que ¢ é uma contradicdo e
Y tem poucas evidéncias, entdo ¢ tem poucas evidéncias também” e a regra
(Ry) diz que “‘se ¢ e Y sdo equivalentes, entdo Op e O sdo equivalentes”.

3. Uma algebra para o termo ‘““poucos”

2

Uma dlgebra para o termo “poucos” é uma 7-upla P= (P,0, 1, A, V, ~, ®),
tal que (P,0,1, A, vV, ~) é uma 4lgebra booleana e ® ¢ um operador undrio,
chamado operador do pouco, de modo que para todos X, y € P, as seguintes
condicdes sdo vdlidas:

1. ®0 =0

2. ®1=0

3.0<x<y=Qy<®x
Proposicao 1. Se P = (P,0, 1, A, V, ~,Q) é uma dlgebra para o termo “pou-
cos” ex, y € P, entdo:

1. Se x #0, entdo @(x Vy) < ®x;

2. Sex ANy #0, entdo ®x < &(x Ay),

3. Sex#0ey+0, entdo ®xV y) <®x A Qy.

Teorema 2. A digebra para o termo “poucos” é um modelo correto e com-
pleto para para a LPP.

As demonstragdes dos resultados desta secdo podem ser encontrados em
Golzio (2011).
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4. A légica proposicional para o termo ‘““poucos” em tableaux

A l6gica proposicional para o termo “poucos” em um sistema de fableaux
(LPPy), de linguagem Lp(—,A,V,—, <, L, T,0) € definida por meio do

acréscimo das seguintes regras as regras que ndo bifurcam um ramo de um

sistema de tableaux proposicional cldssico:!

Rp; OL

1

Rpy OT

1

Rps =(0p — OY)
1
Nota: A regra (Rp3) s se aplicase ¥ ¢y — Lel-y — .

Notay: Ao se deparar com uma férmula do tipo =(G¢ — OY) o tableau
devera aplicar primeiro a regra (Rp3) e s6 deverd aplicar a regra usual
classica (R— —) na impossibilidade de se aplicar a regra (Rp3).

Rpy —((0p = OY) A (OY — Op))
1

Notas: A regra (Rps) s se aplica se ¥ (¢ — ¥) A (Y — @)

A demonstragdo da equivaléncia entre a LPP (sistema axiomdtico) e a
LPPr, pode ser encontrada em Golzio (2011).

5. Uma légica proposicional para o termo ‘““poucos” em um
sistema de deduc¢ao natural

Uma légica proposicional para o termo “poucos” apresentada em um sistema
de dedugdo natural (LPPpy), é definida sobre a linguagem Lp(—, A, V, —,
<, 1, T,0) pela adicdo das seguintes regras as regras de um sistema propo-
sicional cldssico de dedugdo natural (CPCpy):?
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© Regras de eliminacio:

oL

E,

oT

E,

© Regras de introducao:

Fo—=y
11 J’A(,D—>J_
FOY — Op

Fpoy

 —M————
FOp < Oy

Agora vamos estabelecer a equivaléncia entre a LPP (sistema axioma-
tico) introduzido em Golzio (2011) e o sistema LPPpy introduzido neste
trabalho. A equivaléncia entre um sistema axiomatico e um sistema de dedu-
¢do natural, ambos para a l6gica proposicional cldssica, ja foi estabelecida
por Gentzen (1969). Assim, neste trabalho, a demonstragio serd estendida
apenas para os casos que envolve o novo operador “©”.

Teorema 3. Todas as regras da LPPpy podem ser deduzidas na LPP.

Demonstragdo.
Iitre >y Fo— L =Y — 0p
1 ro—oy (Premissa)
2 Feo-o 1 (Premissa)
3 roYy —>0p (Riemle?2)
L@ oy =F0p & O
I Fropey (Premissa)
2 FOpeo Y (Ryeml)

Ei:oL= 1
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oL (Premissa)

OL e L (Axp2)

(OL = LA (L > 0oL) (CPC em 2)

O©L-> DAL —>0L) > (OL—> 1) (Axpy)

0oL —> L (MPem3e4)

L (MPem 1e)5)
tOT = L

oT (Premissa)

OT & 1L (Axp3)

OT = LA (L > 0OT) (CPC em 2)

O©T > DAL >0OT) > (0T = 1) (Axpy)

OT —> L (MPem3e4)

L (MPem1e))

O

Teorema 4. Todos os axiomas e regras da LPP podem ser deduzidos na

LPPpy.
Demonstracdo.
Axp1: OL & L
1 oL (Premissa)
2 L (Eyem 1)
3 0L— 1 (CPCpyl1-2)
4 1 — 0oL (Teoremado CPCpy)
5 0L 1L (CPCpyem3ed)

Axpy: OT & L

1

(O, I SN US I 8]

R,
1
2
3

oT (Premissa)

L (Eyem 1)

OT > L (CPCpy 1-2)

1 - T (Teorema do CPCpy)
OT < L (CPCpyem3e4d)

e o UK oo L SEOY - Op

Fo >y (Premissa)
Fo— 1 (Premissa)
FOY - 0p ({jemle?)
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Ry & =F0p & Of
I Froey (Premissa)
2 Fop ey (Ipeml)

6. Alguns resultados em LPP, LPP; e LPPpy

1) Uma contradi¢do ndo contém poucas evidéncias, em outras palavras,
F-O L.

Na LPP:
1 0L L (Axpy)
2 (0L > DAL —>061L) (CPCeml)
3 O0L—-> 1 (CPC em 2)
4 =L (CPC)
5 =061 (CPCem3e4)
Na LPPDNZ
1 oL (Premissa)
2 1 (Eyem 1)
3 0L—> 1 (CPCpy 1-2)
4 -1 —>-0L (CPCpye3l)
5 -1 (CPC)
6 -0oL (CPCpyem4ed)
Na LPPr:
(1) —-—o.L

2) oL [1,R——]
3) L [2,Rp1]
X

2) Fo— L=F0(pViY) - Op

Na LPP:
1 Fro—>(pVY) (CPC)
2 Fo—o 1 (Premissa)

3 FO(pVY)—0p (Riemle?)
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Na LPPDNZ
1 ro—-(pVY) (CPC)
2 Fo—o L (Premissa)

3 FOlpVY)—>0p (emle?2)
NaLPPT:

(D =pV¢) = o)
2) 1 [L.Rp3]*
X

*Para aplicar Rps € necessdrio verificar

sel o — L:
1 - 1)
) @ [1,R- —]
3) -l [1,R— =]

tableau aberto
eselF @ — (e Vy):
(1) (= (pVy)

2) ¢ [LLR= =]

3) —(e V) [LLR— —]

“4) —p [3.RV]

(&) Yy [3.R=V]
X

DFoAY - L=F0p — 00 AY)
Na LPP:
I reAy)—o (CPC)
2 FloAy)— L (Premissa)
3 O - 0(@AY) (Riemle?2)
Na LPPDNZ
1 F@AY) > (CPC)
2 FlAy)—> L (Premissa)
3 FOp ->0O(@AY) ({jemle?2)

Na LPPy:

Ana Claudia de Jesus Golzio
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(D
2)

(O —= O(p A )

1
X

[1,Rp3]*

*Para aplicar Rps € necessdrio verificar

selpAYy — L

)
(2)
3)
“4)
(&)

(gAY — 1)
PAY
-l

@
¥

tableau aberto

eselFp Ay — ¢

)
2)
3)
“4)
(&)

(e Ay — @)
eAY
-
¢
¥

X

[1,R- —]
[1,R- —]
[2,RA]
[2,RA]

[1,R— —]
[1,R— —]
[2,RA]
[2,RA]

4) Uma tautologia ndo contém poucas evidéncias, ou seja, - = O T

Na LPP:

1 0T L

2 (OT - L)AL
3 OT—- 1

4 =1

5 =0T
NaLPPDN:

1 ot

2 L

3 OT—-1

4 -1 —->-0T
5 =1

6 -0OT

(Axp3)
—OT) (CPCeml)

(CPCem?2)
(CPC)
(CPCem3e4)

(Premissa)
(Eyem 1)
(CPCpy 1-2)
(CPCpy em 3)
(CPC)
(CPCpyem4ed)

79
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Na LPPr:

(1) —-—oT

2) oT [1,R——]

3) 4 [2.Rp2]
X

Um contra-exemplo na LPPy:
Vamos mostrar que ¥ ©p — O(p A —p):
Suponha que IF G — O(¢ A —).

(1) =(Gp — (g A —p))

(2) 0 (@A) [1,R— —]

(3) Op [1,R— —]
tableau aberto*

*Para aplicar Rp3 € necessdrio verificar se ¥ ¢ A ¢ — L:

(1) ~(pA=-p— 1)

() © A [1,R- —]
3) -l [1,R- —]
X**

**Logo, ndo podemos aplicar Rp3 no tableau construido para —=(Gp —
O(p A —)), portanto temos que ¥ O — O(¢ A —p).

7. Consideracoes Finais

Ao pensar no termo “poucos” da linguagem natural, podemos formular ques-
tdes como: “O que sdo poucos?”, “Quantos elementos sdo necessarios a certo
conjunto para que seja possivel dizer que este conjunto possui poucos ele-
mentos?”. Claramente, para responder a tais questdes € necessario definir em
qual universo de discurso elas estdo sendo abordadas. Entretanto, apesar da
dependéncia que o conceito de “poucos” parece ter de um contexto, & possi-
vel estabelecer algumas propriedades universais (isto é, validas em qualquer
universo de discurso) para o conceito de “poucos”.

Por exemplo, na afirmagdo “Na escola ha poucos alunos”, apesar de ndo
ser possivel saber quantas criangas ha na sala e nem quantas criancas seriam
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necessarias para encher a sala, é possivel dizer que existe alguém na sala.
Também parece razodvel dizer que a sala ndo estd cheia (ndo estd com todas
as criangas que caberiam na sala).

Em termos conjuntista, parece legitimo concluir trés propriedades fun-
damentais associadas a nocdo intuitiva de “poucos” e que independem do
contexto. Sdo elas: “Se um conjunto tem poucos elementos, entdo ele ndo
€ vazio”, “o universo de discurso ndo possui poucos elementos” e “se um
conjunto A tem poucos elementos, entdo um conjunto B contido em A e nao
vazio, também tem poucos elementos”.

Tais nocdes intuitivas levaram ao desenvolvimento de uma dlgebra para
o termo “poucos” e também de uma légica para tratar do termo “poucos” em
ambiente proposicional, a LPP.

A légica proposicional para “poucos” foi apresentada em trés sistemas
dedutivos: Hilbertiano, dedugdo natural e tableaux. As versdes hilbertiana e
tableaux da LPP foram apresentadas pela primeira vez em Golzio (2011),
enquanto que a versdo da LPP em deducdo natural foi introduzida neste tra-
balho.

Uma breve comparacao entre os trés sistemas dedutivos permite concluir
que entre os sistemas hilbertiano e de dedug¢@o natural, o sistema de dedugao
natural é o mais eficiente, pois, por trabalhar com o principio das subférmu-
las, a medida em que as regras do sistema sdo aplicadas, as férmulas t€ém sua
complexidade cada vez menor, assim, hd um decréscimo no grau de comple-
xidade das férmulas. J4 para fazer uma dedug¢do em um sistema hilbertiano,
€ necessdria a colocag@o de axiomas o que torna a dedugdo um pouco mais
longa e demorada se comparada a uma deducdo pelo método de dedugao
natural.

Ja em relac@o aos sistemas de dedugdo natural e de tableaux, o sistema de
deducdo natural leva vantagem em relagdo ao tamanho das dedugdes, pois,
apesar de ambos trabalharem com o principio das subférmulas, como na
LPP7 duas das regras precisam garantir certas condi¢des para serem aplica-
das, entdo, algumas dedu¢des na LPP7 sdo bem maiores, quando compara-
das as deducdes na LPPpy. Entretanto, quando pensamos na finalidade de
cunho computacional, o sistema de tableaux seria a melhor opg¢ao, pois tem
a propriedade da decidibilidade e possui um algoritmo que pode ser imple-
mentado de maneira eficiente por uma maquina.



82 Ana Claudia de Jesus Golzio

Agradecimentos

Este artigo € resultado da Dissertagdo de Mestrado da autora, orientada pelo Prof.
Dr. Hércules de Aradjo Feitosa, e foi elaborado com apoio financeiro da FAPESP.

Referéncias

Feitosa, H. A.; Nascimento, M. C.; Gricio, M. C. C. 2009. Algebraic element for the
notion of ‘many’. CLE e-Prints 9: 1-22.

Gentzen, G. 1969. Collected Papers. Studies in logic and the foundations of mathe-
matics. Amsterdam: North-Holland Publishing Company.

Golzio, A. C. J. 2011. Elementos algébricos para a no¢do de “poucos” e sua for-
malizacdo em sistemas 16gicos dedutivos. Master’s thesis. Marilia: Faculdade de
Filosofia e Ciéncias, P6s-Graduacdo em Filosofia, Universidade Estadual Pau-
lista (UNESP).

Gracio, M. C. C. 1999. Légicas moduladas e raciocinio sob incerteza. PhD thesis.
Campinas: Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas, Universidade Estadual de
Campinas (Unicamp).

Smullyan, R. M. 1968. First-order logic. New York: Springer-Verlag/Dover Publi-
cation.

Notas

! Para consultar as regras de um sistema proposicional cldssico de tableaux, consultar
Smullyan (1968).

2 Para consultar as regras de um sistema proposicional cldssico de dedugio natural, con-
sultar Gentzen (1969)



Um pouco sobre traducdoes entre l6gicas

ANGELA PEREIRA RODRIGUES MOREIRA
ItaLa MaRriA Lorrrepo D’ O1TAVIANO

1. Traducoes

1.1. As ‘traducoes’ de Kolmogorov

Andrei Nikolaevich Kolmogorov publicou um artigo em 1925, em russo,
a respeito de uma traducdo — este termo ndo foi utilizado — entre a logica
proposicional cldssica e a 16gica formal intuicionista por ele sugerida. Prova-
velmente, por ter sido publicado em russo ndo foi tdo utilizado e reconhecido
na época. Apenas em 1977, com consentimento de Kolmogorov, o artigo foi
traduzido para o inglés pelo 16gico Heijenoort.

O artigo € inovador por antecipar a formaliza¢do da ldgica intuicionista
de Heyting e por explicitar resultados, através de uma tradugdo, da légica
proposicional cldssica para a logica proposicional intuicionista.

Kolmogorov (1977) introduziu a légica formal intuicionista B e o cél-
culo proposicional cldssico H. O sistema B foi inspirado nas ideias intuicio-
nistas de Brouwer sobre o uso ilegitimo do principio do terceiro excluido,
formaliza, assim, o que Kolmogorov denomina a ldgica geral das senten-
cas e é equivalente ao que conhecemos por sistema intuicionista minimal de
Johansson (ver (Johansson, 1936)). O sistema H formaliza o que ele deno-
mina légica especial das sentencas, e € equivalente ao cdlculo proposicional
classico do formalista Hilbert.

O sistema original de Hilbert (1922) possui uma linguagem formal com
simbolo para a implicagdo, —, e simbolo para a negagcdo, —. Os axiomas e
regras sao os seguintes:

Axiomas da implicacdo:

Mortari, C. A. (org.) Tépicos de logicas ndo cldssicas.
Florianépolis: NEL/UFSC, 2014, pp. 83-111.
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. A—> (B—>A),

. (A>(A—->B)—>(A—DB),
(A= (B—-C)—> (B> (A-0),
.B->C)»(A—->B)—(A-0).

AW N =

Axiomas da negacdo:

1. A— (=A - B),
2. (A—> B) > ((mA —» B) —> B).

Regras de inferéncia:
Modus Ponens: A,A — B/ B,
Substitui¢do: FA(p) / FA(p/B).

Segundo Kolmogorov, os quatro axiomas da implicacdo de Hilbert sdo
intuitivos, bem como as regras de inferéncia, porém, os axiomas da negacao
nio o sdo. Os dois axiomas da negacdo, sendo que o segundo expressa o
principio do terceiro excluido, ndo possuem fundamentacio intuitiva, a sa-
ber, o primeiro afirma que devemos aceitar B se a verdade da sentenga A
€ considerada falsa. Desta forma, o primeiro axioma da negagdo pode tal-
vez ser demonstrado, mas ndo tomado como um axioma da légica geral das
sentencas.

O sistema B, de mesma linguagem que o sistema de Hilbert, possui as
mesmas regras de inferéncia e tem como axiomas os axiomas da implicagdo
e o seguinte:

(A—> B) > (A > —-B) —> —A).
O sistema H € a extensao do sistema B obtida pelo acréscimo do axioma:
-—-A = A

Foi afirmado por Kolmogorov que o sistema H é equivalente ao sistema
proposto por Hilbert e os axiomas da negacao de Hilbert foram demonstrados
em H.

Foram introduzidos os simbolos, A*, B*, C*, ..., para denotar sentencas
do tipo =—A — A.

Demonstrou-se, resultado ja obtido por Brouwer, que Fg———A — —A,
ou seja, toda sentenca negativa € do tipo A*. E também que A* — B* € uma
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sentenga do tipo A*, isto é, =—(A* — B*) — (A* — B*). Dali, toda férmula
expressada pelos simbolos A*, B*, C*, ..., - e — é do tipo A™.

A partir da matematica usual o autor pretendia construir uma pseudo-
matemdtica, de forma que a cada férmula da matemaética usual corresponde
uma férmula da pseudomatematica que € do tipo A*. Com esta motivacao,
definiu-se a funcdo k de H em B, que associa a cada férmula A de H uma
férmula A* de B, em que A* é obtida de A acrescentando uma dupla negacdo
a frente de toda subférmula de A, formalmente, temos:

(p)k =def ﬁﬂl)’
(A =g ~(—A"),
(A - B =4 -—(A* — BY.

A partir desta traducgdo, segue o teorema abaixo.

Teorema 1.1.1. Se A = {A,A,,...,A,} € um conjunto de axiomas e A +g A,
entdo A* rg A%, com A* = {A’f,Ag, et ,A,’j}.

Embora nao tenha demonstrado, Kolmogorov sugere que o teorema
enunciado acima pode ser estendido a sistemas quantificacionais e, em geral,
a toda matemdtica conhecida, antecipando os resultados de Godel e Gentzen
sobre a consisténcia relativa da aritmética cldssica em relacdo a aritmética
intuicionista.

1.2. As ‘traducées’ de Glivenko

O trabalho de Glivenko (1929), assim como o de Kolmogorov, envolve inte-
racdes entre os calculos proposicionais cldssico e intuicionista. Ele assume
as regras modus ponens e substitui¢do e os axiomas a seguir como aceitaveis
na légica proposicional de Brouwer.

A—> A,

A—>B) - (B—C) —(A—-0),
AANB— A,

AANB— B,

(C—>A)— (C—->B)— (C—>AAB)),
A—>AVB,

A
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7. B— AV B,

8. A-C)»(B—>C)—>(AVvB—-0)),
9. (A—> B) > ((A - =B) > -A),

10. A->(B—->0C) > (B—(A—>0),

1. A A->0) > (A->0),

12. (A —> B) — A,

13. (=B — B) — A.

A logica proposicional cldssica € obtida estendendo-se o sistema acima
descrito pela introdugdo da férmula que representa o principio do terceiro
excluido, —=A V A.

Este artigo também nao utilizou o termo tradugdo, mas o seu principal
resultado € o seguinte:

Teorema 1.2.1. Se uma determinada formula, A, é demonstrdvel na logica
proposicional cldssica, entdo a dupla negacdo desta formula, ——A, é de-
monstrdvel na logica proposicional de Brouwer.

Consideramos que este resultado envolve uma traducio, pois podemos
pensar numa fun¢do cuja imagem de cada férmula, A, na légica proposicio-
nal cldssica é sua dupla negacdo, ——A, na légica proposicional de Brouwer.

Outro resultado é destacado no artigo e é consequéncia do Teorema 1.2.1.

Corolario 1.2.2. Se a negacdo de uma formula, —A, é demonstrdvel na 16-
gica proposicional cldssica, entdo a mesma negacdo é demonstrdvel na lo-
gica proposicional de Brouwer.

A demonstragdo deste coroldrio ¢ feita utilizando o que Glivenko de-
monstrou, assim como Kolmogorov, que a férmula =——=—-A — —A é um re-
sultado da légica proposicional de Brouwer. Pelo Teorema 1.2.1, se —A ¢
um teorema da l6gica proposicional cldssica, entdo -——A € um teorema da
l6gica proposicional de Brouwer, logo, como —=——A — —A € um teorema
da légica proposicional de Brouwer, pela regra modus ponens, A € um teo-
rema também da légica proposicional de Brouwer.
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1.3. As ‘traducoes’ de Godel

Em 1933 Godel publicou dois artigos envolvendo traducdes entre 1dgicas.
Um a respeito de uma tradugéo primeiramente estabelecida entre os cédlculos
proposicionais cldssico e intuicionista e, posteriormente, estendida para uma
traducdo entre as aritméticas cldssica e intuicionista. Outro sobre uma tradu-
c¢do do cdlculo proposicional intuicionista no cdlculo modal G. Nesta se¢do
falaremos sobre estas traducoes.

1.3.1 A ‘traducéo’ da aritmética classica na aritmética intuicionista

Em 28 de junho de 1932, em Viena, numa conferéncia dada por Godel no
Coléquio de Matemdtica, tornou-se publico o texto de Godel, em que de-
monstrou que se A é um teorema do célculo proposicional cldssico (CPC),
entdo a traducdo de A é um teorema do calculo proposicional intuicionista
(CPI) de Heyting; além disso, demonstrou que se A € um teorema da arit-
mética classica (de Herbrand (1931)), entdo, sua tradugdo € um teorema da
aritmética intuicionista (de Heyting com algumas ampliagdes). Apesar de
nao estar preocupado com o conceito de traducdo, Godel utiliza o termo tra-
dugdo, bem como os termos interpretacdo e correspondéncia.

O trabalho de Glivenko (1929) é citado e utilizado por Godel (1981),
o de Kolmogorov ndo, Godel provavelmente ndo tinha conhecimento deste
ultimo, pois ainda ndo havia sido traduzido para o inglés.

Neste artigo, os simbolos cldssicos sdo denotados por =, A, V, = e &,
enquanto que os simbolos intuicionistas sdo denotados por ~, A, V, D e DC.

Teorema 1.3.1. Se considerarmos uma formula, A, construida apenas com
0s conectivos = e A, que é um teorema do CPC, entdo a traducdo direta
desta formula no CPI, ou seja, a formula, A’, obtida ao trocarmos = por ~
e A por A, é um teorema do CPI.

Para demonstrar este resultado, Godel utilizou o Corolario 1.2.2 de Gli-
venko (1929). A férmula A, como mencionada acima, € uma férmula do tipo
-A; A --- A=A, dai, cada férmula —A;, 1 < i < n, € um teorema do CPC,
logo, cada traducdo direta ~A;, 1 < i < n, € um teorema do CPI, portanto,
~Ai1A...A~A, é um teorema do CPI.
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Como os outros conectivos cldssicos podem ser definidos em fungdo dos
conectivos — e A, entdo, para que a tradugdo de cada teorema do CPC seja
um teorema do CPI a seguinte traducgao foi definida:

(p)G =def p,
(_‘A)G =def NAG,
(A > B)Y =4 ~(A° A~B°),
(AVB)° =4 ~(~A° A~B°),
(AA B =, A° A BC.

Teorema 1.3.2. Se considerarmos uma formula A qualquer do CPC, entdo
a tradugdo desta formula no CPI, ou seja, a formula AG, é um teorema do
CPI

Com o intuito de demonstrar algo semelhante para toda a aritmética,
Godel utilizou um sistema formal da aritmética classica, Hy, baseado no sis-
tema semiformal de Herbrand (1931), e um sistema formal correspondente a
aritmética intuicionista baseado no sistema de Heyting, H,. Como o sistema
de Heyting possui apenas varidveis para individuos, x, y, z, ...€ nio possui
variaveis numéricas, foram introduzidas novas varidveis x’, y’, 7/, ..., para
nimeros naturais. Para estas varidveis, temos a traducdo: VxA(x") equivale
aVx(x € N D A(x’)) e uma férmula A(x’,y’,...), com x’, ¥, ...livres, €
equivalente a x,y,... € N D A(x,y,...). Assim, cada férmula contendo va-
ridveis numéricas € equivalente a uma férmula contendo apenas as varidveis
para individuos.

A tradugdo do sistema Hj no sistema H, é uma extensao da tradugdo G:

G
) =qer x,/',

(x;
( ﬁ)G =.r fi» em que cada f; € um simbolo funcional,
(:)G Sdef =
0)7 =4 1,
(+1)G =4t §, €m que s designa o sucessor,
(VxA)? =4 VX'AC.
Uma formula Hy-numérica é uma férmula que € a traducio de alguma
formula numérica (férmula de Hy).
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Os resultados abaixo foram demonstrados.

Lema 1.3.3. Para cada formula Hy-numérica AC, temos que a férmula
~~ A% > AS ¢ um teorema de H,.

Lema 1.3.4. Para quaisquer formulas Hy-numéricas A® e B®, temos que a
formula (A® > B®) >c ~(A¢ A ~ BY) é um teorema de H,.

Teorema 1.3.5. Se a formula A é um teorema de Hy, entdo sua traducdo A°
é um teorema de Hj.

Este teorema proporcionou uma demonstracdo da consisténcia relativa
da aritmética cldssica em relacdo a intuicionista, ou seja, se a aritmética clds-
sica for contraditéria, a intuicionista também o é. Logo, se nos convencermos
que a aritmética intuicionista é consistente, devemos também nos convencer
que a aritmética classica € consistente. No artigo, Godel afirma que, a par-
tir dos resultados aqui enunciados, a consisténcia da aritmética classica foi
demonstrada, porém de uma maneira nao finitéria.

1.3.2 A ‘traducao’ do CPI no calculo modal G

Em (Godel, 1986), Godel descreveu uma tradugdo do CPI no sistema modal
G, que consiste de um CPC enriquecido com um novo operador B. A letra
B dada para o novo operador vem da palavra em alemao beweisbar, que
significa demonstravel, assim, uma férmula do tipo BA ¢ interpretada como
“A é demonstravel”.

O sistema G € uma extensdo de um CPC pela adi¢do dos axiomas e regra
a seguir:

Axiomas:

1. BA — A,
2. BA —» (B(A - C) — BO),
3. BA — BBA.

Regra:
A /BA.
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A traducdo, G2, do CPI em G € dada por:
(P)G2 =det P>

(~A)? =4 "BAP,
(A2 )7 =4 BAP - BC?,
(AVO)°? =, BA®? v BC??,
(AAC)? =, A9% A CP2.

Teorema 1.3.6. Se uma formula, A, é um teorema do CPI, entdo sua tradu-
cdo, A9%, é um teorema de G.

Pode-se traduzir, com igual sucesso,~ A por B-BA“? e AAC por BA®%> A
BC.

Godel faz alguns comentdrios que escrevemos abaixo.

O sistema G € equivalente ao sistema de implicagdo estrita S4 de Lewis,
se a férmula BA ¢ traduzida como [JA.

A tradugdo da férmula que denota o principio do terceiro excluido, p V
~ p, ndo é um teorema de G. Além disso, qualquer férmula do tipo BA VBC,
em que BA e BC ndo sdo teoremas de G, ndo é teorema de G.

O operador B deve ser entendido como “é demonstrdvel por qualquer
meio correto” e ndo “é demonstrdvel num dado sistema formal”, pois isto
entraria em conflito com o segundo teorema da incompletude.

Godel conjecturou que a férmula A € um teorema do CPI se, e somente
se, A®? é um teorema de G. Este resultado foi demonstrado em (McKinsey
& Tarski 1948) através de semanticas algébricas.

Troelstra na nota introdutdria deste artigo, (Godel 1986), fala sobre ou-
tros resultados envolvendo tradugdes que surgiram apds este artigo. A seguir
explicitaremos estes resultados.

McKinsey e Tarski (1948) propuseram diferentes tradu¢des com a pro-
priedade conjecturada por Godel, do CPI no sistema S4, por exemplo, a tra-
ducdo que denotaremos por MT:

(P)MT =4t LD,

(~ AT =g O-ANT,
A> B = DAY - OBMT,
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(A V B)MT = et AMT Vv BMT,
(AABMT =, AMT A CMT,

Ainda em (McKinsey & Tarski 1948) encontramos a demonstracdo do
seguinte resultado comentado por Godel: se +g4 [JA VvV OB, entdo g4 [JA
ou kg4 [JB. Com a propriedade que segue da tradugdo acima, temos que: se
Fcpr AV B, entdo Fcpr A ou Fcpr B.

Podemos obter uma traducdo, com a propriedade conjecturada por Go-
del, mas que ao invés do sistema S4 utilizamos um sistema mais forte, que
€ o sistema S4 acrescido por uma férmula equivalente ao axioma de Grze-
gorczyk: J(LJ(A — UA) —» A) — A. Também conseguimos este resultado
enfraquecendo S4 para S3.

Rasiowa e Sikorski (1953) estenderam a conjectura de Godel para a 16-
gica de predicados, por meio de semanticas algébricas. Sejam CQI e QS4,
respectivamente, o cdlculo de predicado intuicionista e S4 com quantificado-
res e axiomas e regras usuais para quantificadores. A traducdo G2 de Godel
pode ser estendida por:

(VXA)? =4 VXA,
(AxA)%? =, Ix0AC%.

Esta propriedade conjecturada por Godel ainda foi estendida por Go-
odman (1984), que define uma tradugdo da aritmética intuicionista em uma
extensdo modal da aritmética cldssica de primeira ordem, como segue:

(A =, A, para A atOmica,
(~ A)GA =def _‘AGA,
(A> B = OMA% - B,
(AV B¢ =,; OA% v OBY,
(AA B =4 A% A BOA,
(VxA)A =4 OVXAA,
(FAxA)%4 =, Ix0A%A.

Em relagdo ao primeiro artigo de Gdodel, tratado na secdo 1.3.1, vemos
que na tradugdo de Godel da aritmética cldssica na aritmética intuicionista
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precisou-se traduzir os conectivos — e V em fun¢@o dos conectivos ~ e A.
Em 1936, Gentzen simplificou este resultado traduzindo diretamente — por
D. O artigo de Gentzen € tratado na proxima sec¢ao.

1.4. A ‘traducio’ de Gentzen

Gentzen (1969) apresentou, assim como nos trabalhos j4 mencionados, uma
tradugdo, denominada pelo autor por transformagao, de um sistema cldssico
num sistema intuicionista, seu trabalho € rigoroso e todas as demonstra¢des
contidas sdo aceitdveis do ponto de vista intuicionista.

Sao descritos os axiomas e regras utilizados na aritmética cldssica e na
aritmética intuicionista. Em que a aritmética classica possui todos os axio-
mas e regras intuicionistas mais o axioma -—A — A. Nao ha distin¢ao entre
os simbolos da aritmética cldssica e intuicionista.

O autor também demonstra resultados sobre os casos para os quais a
férmula =——A — A € um teorema na aritmética intuicionista, os enunciamos
abaixo.

Teorema 1.4.1. Sejam A e B formulas quaisquer e x uma varidvel que
ocorre livre em A. Se =——A — A e =—=B — B sdo teoremas da aritmética
intuicionista, entdo =-—(A A B) - (AAB), -—~(A - B) » (A — B),
—=(=A) — (=mA) e ==V xA — VXA também o sdo.

Teorema 1.4.2. Seja A uma formula sem os simbolos V e 3, na qual todas as
subformulas atomicas sdo prefixadas por —. Entdo, ~—A — A é um teorema
da aritmética intuicionista.

Com estes dois teoremas, o resultado principal, a respeito da tradugdo
entre as aritméticas classica e intuicionista, € demonstrado.

Teorema 1.4.3. Uma derivacdo da aritmética cldssica com a férmula final
A é transformdvel numa derivagdo da aritmética intuicionista com a formula
final A*, em que A* é obtida de A por: cada subformula de A que tenha a
forma BV C é substituida por =(—B A =C); cada subformula de A que tenha
a forma AxB é substituida por ~Vx—B; e cada formula atémica contendo
uma varidvel proposicional p é substituida por ——p.
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Podemos descrever a tradugdo implicita neste enunciado como segue:

(P)GZ Sdet TP
(ﬂA)GZ = et ﬂAGZ,
(A > B)¥ =44 A% — BY,
(A vV B)GZ = et ﬁ(_|AGZ A —|BGZ),
(A A B)GZ =t AGZ A BGZ’
(VxA)P% =, VxA9Z,
(AxA)? =4 ~(Vx-A%%).

As consequéncias do Teorema 1.4.3, entre elas a consisténcia relativa
da aritmética classica em relacdo a aritmética intuicionista, sdo enunciadas
abaixo.

Corolario 1.4.4. Uma derivagdo na aritmética cldssica cuja formula final,
A, ndo contém varidveis proposicionais, nem os simbolos V e 3 pode ser
transformada numa derivagdo na aritmética intuicionista com mesma for-
mula final A.

Corolario 1.4.5. Para toda formula da aritmética cldssica existe uma for-
mula classicamente equivalente a ela, que é derivdvel na aritmética intui-
cionista, se, e somente se, a formula dada é derivdvel na aritmética cldssica.

Corolario 1.4.6. Se a aritmética intuicionista é consistente, entdo a aritmé-
tica cldssica é consistente.

Corolario 1.4.7. Para toda formula que envolve apenas os simbolos l6gi-
cos, existe uma formula classicamente equivalente a ela, que é derivdvel na
logica de predicados intuicionista, se, e somente se, a formula dada é deri-
vdvel na logica de predicados cldssica.

Na logica e na aritmética intuicionistas apenas os resultados obtidos por
meio de processos construtivos sdo aceitaveis, assim, perdem-se algumas
demonstra¢des comumente feitas, respectivamente, na légica e na aritmética
classicas. Neste sentido, o conjunto dos teoremas obtidos num sistema intui-
cionista esta imerso no conjunto dos teoremas obtidos num sistema classico.
O que vemos com estes trabalhos é que, sob uma determinada tradugao, é
possivel fazer a imersdo de um sistema cldssico num sistema intuicionista e,
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obter uma relevante consequéncia, o fato de que a consisténcia da légica e da
aritmética intuicionistas implica na consisténcia, respectivamente, da lgica
e da aritmética classicas.

Existem outros exemplos de tradu¢des encontrados na literatura, mas os
acima mencionados sdo resultados importantes que deram base para o de-
senvolvimento do conceito de traducdo. Seguem na préxima secdo algumas
defini¢des de traducgdo entre 1dgicas.

1.5. Algumas definicoes de traducoes entre logicas

Com o que colocamos até agora, vemos que varios autores recorreram a tra-
ducdes para obter um determinado resultado, seja perante a légica ou perante
a matematica. Cada traducdo possui suas préoprias caracteristicas e especifi-
cidades, dependendo do resultado que se deseja alcancar. Claramente, na
l6gica e na matemadtica ndo tomamos objetos e os utilizamos sem defini-los.
Apesar de percebermos que traducdes sdo funcdes, sdo funcdes especiais
que fazem jus serem estudadas. Assim, os autores que apresentamos a se-
guir se preocuparam em identificar quais as principais caracteristicas do que
atualmente é chamado de traducdo entre l6gicas, dando inicio a uma teoria
de traducdes, que estuda o método de tradugdes entre 1dgicas e suas inter-
relacoes.

O artigo de Prawitz e Malmnis (1968) foi o primeiro a introduzir uma
defini¢do geral para o conceito de traducdo entre sistemas l6gicos, dada
como segue.

Definicao 1.5.1. Uma interpretacdo de um sistema 16gico S; em um sistema
l6gico S, € dada por uma funcdo ou tradugdo t do conjunto de férmulas de
S no conjunto de férmulas de S, de maneira que, para cada férmula A de Sy,
ks, A se, e somente se, ks, 1(A).

Se existe uma interpretacdo, dada pela traducgdo ¢, entre os sistemas S; e
S,, entdo, S; € dito interpretdvel em S, por t.

Encontramos também neste artigo uma definicdo de tradugdo que pre-
serva a derivabilidade.

Definicdo 1.5.2. Sejam S; e S, sistemas 16gicos, S| interpretdvel em S, por
t e t(I') o conjunto que resulta de substituir cada formula B de I" por ¢. O
sistema S € interpretdvel em S, por t com relagdo a derivabilidade se, para
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cada conjunto 'U{A} de férmulas em S, I' 5, A se, e somente se, #(I') ks,
tA).

Definicao 1.5.3. O sistema logico S € interpretdvel esquematicamente no
sistema légico S, por t se a traducdo t € definida por esquemas de férmulas
de Sz.

Brown e Suszko (1973), interessados nas propriedades algébricas de 16-
gicas abstratas de mesmo tipo de similaridade, constroem um quadro geral
da teoria de l6gicas abstratas. Os autores definem morfismo entre ldgicas,
que coincide com a atual defini¢do de tradugao entre sistemas légicos. O tra-
balho € interessante, porém, os autores nao estdo preocupados com o estudo
de inter-relagcdes entre 16gicas abstratas em geral e fungdes continuas sao
definidas como generalizagdes das fungdes continuas usuais entre espacos
topoldgicos.

Szczerba (1977) assume que as linguagens de teorias de primeira or-
dem trabalham apenas com um tipo de varidveis, com um ntimero finito de
constantes ndo légicas e que todas denotam simbolos de relacdo, assim as
linguagens ndo possuem constantes individuais, nem simbolos funcionais.
Entende-se assim, que uma assinatura de uma dada linguagem € uma se-
quéncia finita de nimeros naturais. Foi definido um cddigo entre duas assi-
naturas como uma determinada sequéncia. As definicdes a seguir sdo encon-
tradas no artigo.

Definicao 1.5.4. Funcdes que levam férmulas em férmulas sdo chamadas
tradugaes.

Logo, qualquer funcdo que leve férmulas em férmulas, inclusive as tra-
dugdes ja estudadas neste trabalho, sdo traducdes segundo Szczerba.

A partir de um cédigo ¢, uma traducio F¢ € definida por indugio de
modo que a igualdade e os simbolos relacionais ndo aparecem na imagem
de Fc.

Definicao 1.5.5. Sejam T e T’ duas teorias de primeira ordem com assinatu-
ras o e T, respectivamente. A teoria T € interpretdvel nateoria T’, T < T’ se
JdcceCodyr AT € Codom Fe AT = FcT’, em que Cod, - € o conjunto de
c6digos de o em 7, Codom F¢ é o contradominio de F¢ e FcT’ é o conjunto
dos elementos A da imagem de F¢ tais que F¢(A) é um elemento de 7”.
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Apesar de sugerir uma definicdo para o conceito de traducdo entre teo-
rias, o interesse de Szczerba foi a respeito de tradugdes entre modelos.

O conceito de traducdo aparece pela primeira vez em um livro em (Wdj-
cicki 1988). Para Wjcicki, 16gicas consistem de dlgebras com operadores
de consequéncia. Encontramos neste livro as seguintes defini¢oes.

Definicio 1.5.6. Uma linguagem proposicional L. é uma &lgebra livre
(L,u1,-..,H12), em que L € o conjunto de todas as férmulasde L e py, ..., us
sdo os conectivos de L.

Definicdo 1.5.7. Um cdlculo proposicional é um par (L,C), em que L ¢
uma linguagem proposicional e C é um operador de consequéncia Tarskiano
sobre L.

Definicao 1.5.8. Um célculo proposicional (L, C) € um cdlculo logico se C é
um operador estrutural sobre S, ou seja, se, para toda substituicdo s definida
sobre formulas de L, sC(A) = C(sA).

Foram definidas tradu¢des entre linguagens proposicionais e entre cél-
culos légicos.

Definicao 1.5.9. Dadas duas linguagens proposicionais, I,; e L;, com o
mesmo conjunto de varidveis, uma funcdo ¢ de L,; em L, € uma traducdo
entre as linguagens de Ly em L se, e somente se:

(i) existe uma férmula A(py) em L na varidvel pg tal que, para cada
variavel p, t(p) = A(p);

(ii) para cada conectivo y; de Ly com aridade k, existe uma férmu-
la A; em L;, nas varidveis py,..., pg, tal que t(ui(By,...,By)) =
Ai(t(B1/p1),-..,t(Bx/pr)), paracada By, ..., By em L.

Foi apresentado o seguinte exemplo de tradugéo entre cdlculos proposi-
cionais, dado por uma fung¢ao, £, do CPC no sistema proposicional trivalente
de Lukasiewicz, .3 como abaixo.

(P = P
(A - B)£ =4t A — (A - B),
(A" =4 A = (A > =(A - A)).
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Definicao 1.5.10. Dados dois calculos 16gicos (L1, Cq) e (L, Cz), uma tra-
ducdo entre os calculos (L, Cy) e (L2, Cz) é uma traducdo ¢ de Ly em L;
tal que, para todo X € Ly etoda A € L, A € Cy(X) se, e somente se,
t(A) € C(t(X)).

O livro trata de diversos assuntos e as defini¢des e resultados a respeito
de traducgdes aparecem apenas em seu primeiro capitulo, sem serem muito
destacados.

Para Epstein (1990), uma tradugdo de uma sistema légico proposicional
L; em um sistema légico proposicional L, € definida em termos semanticos
como uma funcdo ¢’ da linguagem de L; na linguagem de L, tal que I' =1, A
se, e somente se, #(I") [, #(A), para cada conjunto ['U{A} de férmulas em
Ly, em que t(I)) = {#(B) : B € I'}. As tradugdes sdo muito utilizadas pelo
autor neste livro.

As interpretacdes de Kolmogorov, Glivenko e Gentzen sdo tradugdes de
acordo com as defini¢des de Prawitz e Malmnis, Wéjcicki e Epstein. As de
Godel sdo tradugdes apenas segundo Prawitz e Malmnés.

1.6. O conceito de traducao dado por da Silva, D’Ottaviano e Sette

Motivados pelos trabalhos de D’Ottaviano (1973) e Hoppmann (1973), que
foram desenvolvidos sob orientagdo do Prof. Dr. Mdrio Tourasse Teixeira,
sobre o estudo de propriedades 16gicas a partir de funcdes continuas defini-
das entre conjuntos munidos com operadores de fecho, da Silva, D’Ottaviano
e Sette (1999) propdem uma definicdo bem geral para o conceito de tradugao
entre 16gicas. Os autores estavam interessados no estudo de inter-relagcdes
entre sistemas 16gicos em geral. Exporemos abaixo as defini¢des de 16gica e
traducdo entre l6gicas dadas pelos autores. Primeiramente daremos algumas
defini¢des usuais a respeito do operador de consequéncia de Tarski.

1.6.1 O operador de consequéncia, logica e sistemas légicos

Em seu artigo “Sobre alguns conceitos fundamentais da metamatemadtica”
(Tarski 2001), Tarski apresenta um sistema légico formado apenas por sen-
tengas e pelo operador de consequéncia, o qual designa o conjunto de sen-
tencas de um conjunto de sentengas dado.
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Apresentaremos o conceito e resultados sobre o operador de consequén-
cia, ou fecho, segundo Feitosa (1997) e D’Ottaviano, Feitosa (2007), assim,
todas as demonstragdes podem ser encontradas nestes trabalhos. Esta versao
ndo € tdo exigente quanto a de Tarski. De acordo com Tarski cada sistema 16-
gico deveria ser consistente e possuir dominio enumeravel, mas atualmente
estas condi¢gdes ndo sdo relevantes pelo fato de que as légicas paraconsis-
tentes ndo adotam sistemas 16gicos consistentes e existem diversos trabalhos
em que encontramos linguagens ndo enumeraveis.

Definicdo 1.6.1. Seja X um conjunto néo vazio, um operador de consequén-
cia, denotado por C, sobre um conjunto X € uma funcdo, definida no con-
junto dos subconjuntos de X, C : p(X) — 9(X), tal que para todos A, B C X,
valem:

i) A< CA),
(ii) Se A C B, entdo C(A) € C(B),
(iii) C(C(A)) c C(A).

O item (i) da definicdo é conhecido por axioma da autodedutibilidade,
ele diz que toda sentenca de um determinado conjunto é consequéncia deste
conjunto; (ii), comumente chamado monotonicidade, nos permite concluir
que o operador de consequéncia é monotdnico; (iii) nos remete que as con-
sequéncias das consequéncias estdo contidas nas consequéncias, ou seja, nao
podemos ampliar o conjunto das consequéncias aplicando novamente o ope-
rador de consequéncia. De (i) e (iii) segue que C(C(A)) = C(A).

Definicao 1.6.2. O operador de consequéncia C sobre um conjunto X € fini-
tdrio se, para todo A C X, temos que C(A) = U{C(A;) : A; é um subconjunto
finito de A}.

Proposiciao 1.6.3. Sejam I um conjunto indexado e X um conjunto ndo va-
zio. Se, para todo i € I, A; C X, entdo:

(i) C(NiesAi) € NierC(AY),
(ii) UierC(A;) € C(UjesAd),
(iii) C(NietAy) = C(NiefC(AY)),
(iv) C(UiesAi) = C(UierC(A).
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Proposicao 1.6.4. Se A, B C X, entdo, para o operador de consequéncia C
sobre X, C(AU B) = C(AU C(B)).

Definicao 1.6.5. Um subconjunto A de X é fechado, de acordo com o opera-
dor de consequéncia C sobre X, se C(A) = A; e é aberto se o complemento
de A, A€, é fechado. Um elemento x € X é denso em S quando C({x}) = S.

Definicdo 1.6.6. Sejam C e C’ dois operadores de consequéncia sobre X.
O operador C € mais forte que o operador C’ (ou C’ é mais fraco que C),
C’ < C, se todo conjunto fechado de X segundo C também € um conjunto

fechado segundo C'.

Proposicao 1.6.7. Sejam C e C’ dois operadores de consequéncia sobre X.
Entdo C é mais forte que o operador C’ se, e somente se, para todo A C X,

C'(A) € CA).

Definicdo 1.6.8. Uma ldgica L é um par (L, C), em que L € um conjunto
qualquer, o dominio de L, e C é um operador de consequéncia sobre L.

Definicao 1.6.9. A légica L; = (L, Cy) é uma sub-logica da 16gica L, =
(Ly, C3), o que denotamos por L; C L, se L; C L, e o operador C; coincide
com o operador C; restrito a L, C; = C,/L;.

Proposicao 1.6.10. Se a logica L1 = (L, Cy) é uma sub-légica da logica
L, = (L,, Cy), entdo, para todo A C L, C1(A) = C2(A) N L.

Definicdo 1.6.11. Sejam L = (L,C) uma légicae A € X € L. O fecho
restringido de A a X é o conjunto Cx(A) = {x: x € C(A) N X}.

Proposicao 1.6.12. Se X é um conjunto ndo-vazio e C C (X)), tal que X € C
e C é fechado para intersec¢oes arbitrdrias, entdo existe um unico operador
de consequéncia Cy definido em X de forma que os fechados de X sdo exa-
tamente os elementos de C.

O operador de consequéncia da proposicao anterior € o seguinte conjunto
Cc(B)y=n{CeC:BCC}.

Definicdo 1.6.13. Sejam (L, C) uma légica e A, B conjuntos quaisquer. Dada
uma funcdo f : L — B, Cp € o operador de consequéncia co-induzido por
f e (L,C) sobre B quando, para cada C € B, C é um conjunto fechado de
B sempre que f~'(C) é um fechado de L. Dizemos que (B, Cp) é a ldgica
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co-induzida por f e L. De forma dual, dada uma funcdo g : A — L, C4 €
0 operador de consequéncia induzido por g e (L, C) sobre A quando, para
cada C € A, C é um conjunto fechado de A sempre que existe um conjunto
fechado D de L tal que C = g~'(D).

Definicao 1.6.14. Seja L uma linguagem formal. Um operador de con-
sequéncia sobre a linguagem L € um operador de consequéncia sobre o con-
junto das férmulas definidas sobre L.

Definicao 1.6.15. Sejam L uma linguagem formal e For(L) a dlgebra livre
das férmulas de L gerada pelo conjunto de varidveis proposicionais Var(L).
Uma substitui¢cdo em L € um endomorfismo s de For(L).

Definicao 1.6.16. Sejam L uma linguagem formal, s uma substitui¢do em L
e C um operador de consequéncia sobre For(L). O operador de consequéncia
C é estrutural quando, para cada " C For(L), s(C(I")) € C(s(I')). O operador
de consequéncia C € standard quando € finitdrio e estrutural.

Definicao 1.6.17. Um sistema logico sobre uma linguagem formal L é um
par L = (L,C), com C um operador de consequéncia estrutural na dlgebra
livre For(L) das férmulas de L.

Denotamos o conjunto For(L) também por For(£), em que L = (L,C)
€ um sistema légico. Para um sistema légico £, se A U {A} C For([), entao
o par (A, A), o qual escrevemos geralmente como A + A, € entendido como
existe uma dedugdo de A a partir de A.

Definicao 1.6.18. Uma deducdo A + A num sistema légico L é correta para
um operador de consequéncia C se, e somente se, A € C(A).

Uma deducio correta para C é denotada por A ¢ A, assim temos uma
nova forma de escrever A € C(A).

Definicao 1.6.19. Sejam £ = (L, C) um sistema logico e A C For(L). O
conjunto A é uma teoria de £ se A é fechado, segundo o operador C.

Definicao 1.6.20. Um feorema de uma teoria A de um sistema 16gico £ é um
elemento de A. Um teorema de um sistema logico £ € um teorema de C(0),
ou seja, um teorema da menor teoria associada ao operador de consequéncia
C. Denotamos o conjunto teorema de L por Teo(L) = {A : A € C(0)}.
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Definicao 1.6.21. Um sistema légico L = (L, C) é vdcuo se C(0) = 0, ou
seja, seu conjunto de teoremas € vazio.

Definicao 1.6.22. Dado A C For(L), A é um conjunto trivial se C(A) =
For(£) e é ndo trivial caso contrario. Dado o sistema 16gico £, £ é um
sistema logico trivial se C(0) = For(L).

Proposicao 1.6.23. Se A, I' C For(L), A CT e A é trivial, entdo T é trivial.

Proposi¢ao 1.6.24. Se A C For(L) possui alguma formula densa, entdo A é
um conjunto trivial.

Definicao 1.6.25. Dado um sistema légico L = (L, C), cuja linguagem L
possui tem um simbolo — para a negacgdo, um conjunto A C For([) é incon-
sistente se A € C(A) e =A € C(A), para alguma férmula A em For(£) e o
conjunto A € consistente caso contrario. O sistema logico £ € consistente se
Teo(L) é consistente.

Definicdo 1.6.26. Sejam A, I' € For(£), A uma teoria e I' um conjunto de
férmulas. Dizemos que a teoria A é axiomatizdvel por I se I' C A e todo
membro de A € consequéncia de I pelo operador de consequéncia C de L. A
teoria A € finitamente axiomatizdvel por algum conjunto com niimero finito
de axiomas.

Tomemos o sistema l6gico £ = (L, C) e uma classe de estruturas, Est(L),
associada a ele, definida por uma relacdo de satisfacdo = C Est(L)xFor(/£).
Para cada par (A, A) desta relagao, se (A,A) € |, escrevemos A = A e se
(A,A) ¢ k=, escrevemos A |~ A.

Definicao 1.6.27. A classe dos modelos de A C For(L) € definida por
Mod(A) =4 {A € Est(L) : A E A, paratoda A € A}. Dado B C Est(L),
a teoria de B é definida por T(B) =4 {B € For(L) : A E B, para toda
A € BY.

Proposicao 1.6.28. Seja A C For([L), a funcdo T(Mod(A)) é um operador
de consequéncia.

Definicao 1.6.29. Dado um sistema légico £ = (L, C), L € correto se C(0) C
T(Mod(0)); L € completo se T(Mod(0)) € C(0); L € adequado se € correto
e completo, ou seja, C(0) = T(Mod(0)); L € fortemente adequado se, para
todo A € For(£), C(A) = T(Mod(A)).
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Denotamos que todo modelo A € também modelo de A por A E A, para
A U {A} € For(£) e L um sistema 16gico. Convencionamos que A | A € o
mesmo que A € T(Mod(A)).

Esta subsecdo é importante, pois o conceito de traducdo a seguir e o
conceito de tradugdo conservativa, um dos principais objetos de estudo deste
trabalho, utilizam a defini¢do de légica dada através do operador de con-
sequéncia.

1.6.2 O conceito de traducio

A traducdo definida nesta subsecdo € dada por da Silva, D’Ottaviano e Sette
(1999).

Definicao 1.6.30. Uma traducdo de uma légicaL; = (L, C1) em uma légica
L, = (L,,Cy) € uma fungdo ¢t : Ly — L, tal que, para todo X U {x} C Ly, se
x € C1(X), entdo #(x) € C2(¢#(X)), em que t(X) = {t(y) : y € X}.

Particularmente, quando as légicas da defini¢do anterior sdo sistemas
l16gicos, temos que uma traducdo de um sistema légico £; em um sistema
16gico £, € uma funcido ¢ : For(L;) — For(L,) tal que, para todo I' U {A} C
For(L), se I' ¢, A, entdo #(I') +¢, t(A). Quando I' = 0, como #0) = 0,
podemos concluir que uma traducio leva teoremas de £; em teoremas de £;.

Uma tradugdo ¢ : L} — L, também € denotada por 7 : Ly — L;.

Como podemos perceber, a defini¢do pretende preservar a derivabili-
dade. Isto se deve ao fato que légicas sdo caracterizadas como pares forma-
dos por um conjunto (ignorando que em geral uma légica lida com férmulas
de uma linguagem) e um operador de consequéncia e as tradugdes entre 16-
gicas s@o definidas como fun¢des que preservam relagdes de consequéncia.

Proposicao 1.6.31. A funcdo t : Ly — L, é uma tradugdo se, e somente se,
t(C1(A)) C Cy(1(A)), para todo A C L.

Definicao 1.6.32. Duas logicas Ly = (L1, Cy) e Ly = (Lo, Cy) sdo L-ho-
meomorfas se existe uma fungio bijetiva ¢ : Ly — L, tal que ¢ e ! sdo
traducdes. A funcdo ¢t é chamada um L-homeomorfismo.

Proposi¢ao 1.6.33. Uma bijecdo t : Ly — Lj é um L-homeomorfismo se, e
somente se, t(C1(A)) C Cy(t(A)), para todo A C L.
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Encontramos, ainda em (da Silva, D’Ottaviano, Sette, 1999), um trata-
mento inicial de uma teoria de tradugdes entre 16gicas; estudo de algumas
conexdes entre tradugdes entre 16gicas e fungdes uniformemente continuas
entre os espagos de suas teorias; e uma demonstracdo de que a classe cons-
tituida por logicas (objetos) e traducdes entre l6gicas (morfismos) é uma
categoria bi-completa.

Pesquisas foram realizadas utilizando este conceito de traducdo, por
exemplo, Carnielli (1990) propds uma nova abordagem a semanticas for-
mais para légicas ndo-cldssicas usando traducdes, denominadas semdnticas
de traducdes possiveis; as tradugdes também sdo essenciais para a semdn-
tica algébrica de tradugdes possiveis introduzidas por Bueno-Soler (2004).
Fernandez (2005) utiliza traducdes para investigar combinagdes de 1dgicas,
mais especificamente decomposicio de 16gicas. Queiroz (1997) apresenta
uma defini¢do de dualidade entre 16gicas a partir do conceito de traducdes.

O entendimento de importantes conceitos de tradugdes entre 1dgicas,
particularizacdes da defini¢do dada acima, € crucial para o entendimento das
tradugdes conservativas e das tradugdes contextuais tratadas a seguir.

2. Traducgoes conservativas e contextuais

2.1. Tradugoes conservativas

As tradugdes conservativas, estudadas por Feitosa (1997), constituem uma
classe especial de traducdes entre logicas definidas como em (da Silva,
D’Ottaviano, Sette 1999) e sdo investigadas em (D’Ottaviano, Feitosa 1999)
e (Feitosa, D’ Ottaviano 2001).

Definicao 2.1.1. Sejam Ly = (L;,Cy) e Ly = (L, C;) duas légicas. Uma
aplicagdo conservativa de Ly em L, € uma funcdo ¢ : L — L tal que, para
todo conjunto x € L;, temos que x € C1(0) se, e somente se, #(x) € C(0).

Definicao 2.1.2. Sejam Ly = (L,Cq) e Ly = (L, C;) duas légicas. Uma
traducdo conservativa de Ly em L, € uma funcdo t : L; — L, tal que,
para todo conjunto X U {x} C L, temos que x € C{(X) se, e somente se,
1(x) € Ca(1(X)).

Percebemos que tradugdes conservativas sao traducdes em que vale a
volta da condicdo para que a fungdo ¢ seja uma tradugdo. Quando L; e
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L, sdo sistemas 16gicos L; e L, uma traducdo conservativa de L; em
L, € uma funcdo ¢ : For(L;) — For(L,) tal que, para todo subconjunto
I'U{A} € For(L;), T k¢, A se, e somente se, ¢(I') k¢, t(A). Assim como para
as traducdes, ao invés de ¢ : L; — L, podemos escrever ¢ : Ly — L;.

Sao exemplos de traducdes conservativas: traducdes no sentido de Woj-
ciki, as traducdes de Epstein e as traducdes de Kolmogorov, Glivenko e Gent-
zen, do CPC no CPI.

Alguns exemplos aparentemente intuitivos, como a funcdo identidade
da légica intuicionista na légica cldssica, i : CPI — CPC, e a fung@o es-
quecimento das 16gicas modais na ldgica cldssica sdo tradugdes de acordo
com a defini¢do de da Silva, D’Ottaviano e Sette (1999), no entanto, nao
sdo traducdes conservativas. Basta observarmos que p V = p ¢ Ccpi(0) e
i(pV-p)=pV-pe Ccpc(D); o mesmo ocorre com a funcio esquecimento
de uma 16gica modal, em que a férmula Llp — p ndo é derivada no CPC.

Os resultados mencionados acima sdo fruto dos trabalhos de Feitosa e
D’Ottaviano em diversos artigos (1997, 1999a, 2001 e 2007). A seguir, sa-
lientamos alguns resultados.

Proposicao 2.1.3. Uma traducdo t : Ly — Ly € conservativa se, e somente
se, para todo A C Ly, t1(Cy(t(A))) € Cy(A).

Teorema 2.1.4. Se existe uma tradugdo conservativa recursiva de um sis-
tema logico L1 = (L1, Cy) em um sistema logico decidivel L, = (L, Cy),
entdo L1 também é decidivel.

Corolario 2.1.5. Ndo existe uma traducdo conservativa da légica de pri-
meira ordem no CPC.

Proposicao 2.1.6. Seja L, = (L, Cy) um sistema légico com uma axiomd-
tica Q. Se existe uma traducdo conservativa sobrejetiva t de L em L, entdo
t(Q) € uma axiomdtica para L.

Proposicao 2.1.7. Se L, é um sistema l6gico ndo trivial e t é uma aplicacdo
conservativa de L num sistema logico L,, L, entdo é ndo trivial.

Definicao 2.1.8. Sejam L, e L, duas linguagens, po, pi, ... as férmulas ato-
micas de L;. Se L; é uma linguagem contendo apenas conectivos undrios e
bindrios, entdo diz-se que * : L, — L, é uma funcdo esquemdtica se existe
esquemas de férmulas A, By, Cz de L, tais que:
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(i) p* = A(p), para cada férmula atdmica de L;.
(i) (#D)* = Bs(D"), para cada conectivo undrio # de L.1.
(iii) (D E E)* = Cz(D*, E*), para cada conectivo bindrio = de L;.

Uma traducio ¢ entre sistemas l6gicos é esquematica se ela € uma fungdo
esquematica.

Definicao 2.1.9. Diz-se que uma fung@o = : Ly — L, é relativamente literal
a um dado conectivo undrio #, ou bindrio E, se é esquemadtica e temos que
(#A)" = #A",0u (A EZ B)* = A* E B*.

Definicao 2.1.10. Diz-se que uma funcdo * : Ly — L, é literal se é relativa-
mente literal para cada conectivo de L1.

Uma traducio ¢ entre sistemas l6gicos ¢ literal se ela € uma fungao literal.

Proposicao 2.1.11. Sejam os sistemas logicos L) e L, construidos sobre
linguagens nas quais o simbolo de condicional ocorra como primitivo ou
possa ser definido. Se t : L1 — L, é uma tradugdo conservativa e literal
para o simbolo condicional e L, admite um Teorema da Dedugdo, entdo a
imagem de t também admite.

O resultado acima nos da condi¢des para a preservacdao de Meta-Teore-
mas de Deducdo no contexto de implicagdes dedutivas. Se a tradugdo ¢ da
proposicao acima € sobrejetiva, entdo £, admite um Teorema da Deduc@o.

Definicao 2.1.12. Seja L = (L, C) uma légica e ~ uma relac¢do de equiva-
Iéncia em L. A fungdo Q : L — L/ ~, dada por Q(x) = [x] = {y : x ~ y},
¢ dita a funcdo quociente para a relacdo ~ sobre L. Se C. é o operador de
consequéncia co-induzido por Q e L, entdo o par L. = (L/~,C.) € a l6gica
co-induzida por L e Q.

Definicao 2.1.13. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que f : A — B é com-
pativel com a relac@o de equivaléncia ~ sobre A sempre que x; ~ x, implica

f(x1) = f(x).

O teorema a seguir pode ser encontrado em (Feitosa 1997) e (Feitosa,
D’Ottaviano, 2001) e nos dd uma condi¢do necessdria e suficiente para a
existé€ncia de traducdo conservativa entre duas légicas. Ele foi utilizado na
obtencao de muitas traducdes conservativas dadas por D’ Ottaviano e Feitosa.
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Teorema 2.1.14. Dadas as logicas Ly = (L1,Cq) e Ly = (L,C3), com
L, enumerdvel; e L., Ly, as l6gicas co-induzidas por Qi, L e Oy, L,
respectivamente, com ~1 e ~, relacoes de equivaléncia definidas de acordo
com definicdes prévias sobre Ly e L,, respectivamente. Nestas condigcdes
existe uma traducdo conservativa t : L1 — L, se, e somente se, existe uma
tradugdo conservativa t* : Li| ~1— Lp/ ~».

Muitos resultados envolvendo traduc¢des conservativas foram obtidos,
entre eles:

e Diversas tradugdes conservativas envolvendo a logica classica e as
l6gicas polivalentes de Lukasiewicz e Post foram introduzidas por
D’Ottaviano e Feitosa (1999b).

e Tradugdes conservativas envolvendo a légica cldssica, a légica tri-
valente E3 de Lukasiewicz, o sistema intuicionista I' de Sette e Car-
nielli (1995) e l6gicas paraconsistentes da literatura (o sistema P!
de Sette, o sistema J® de D’Ottaviano e da Costa e os sistemas C,,,
1 < n < w, de da Costa) foram introduzidas por D’Ottaviano e Fei-
tosa (2000).

e D’Ottaviano e Feitosa (2006) apresentam uma prova nao-construtiva
da existéncia de tradugdes conservativas das légicas finito-valentes
de Lukasiewicz no CPC utilizando as semanticas algébricas associa-
das a essas logicas encontradas em (Cignoli, D’Ottaviano, Mundici,
2000). Este trabalho € importante visto que traduc¢des para o CPC
sdo dificeis de obter e, segundo Epstein (1990), ndo existem sob cer-
tas condicdes.

o Feitosa (1997) estudou o problema da existéncia de tradugdes con-
servativas do CPI no CPC. Uma prova nao-construtiva da existéncia
de tal tradugdo foi apresentada por D’Ottaviano no “II Congresso n
Universal Logic (UNILOG’07)”, em 2007, na China, e na “Confe-
rence on Residuated Structures: Algebra and Logic”, em 2008, em
Buenos Aires.

e Feitosa e D’Ottaviano (2001) demonstraram que a classe formada
por légicas e tradugdes conservativas entre elas determina uma sub-
categoria co-completa da categoria bi-completa constituida por 16-
gicas e tradugdes entre 16gicas.
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e Scheer (2002) e Scheer e D’Ottaviano (2005) demonstraram que a
categoria formada pelas 16gicas Tarskianas e traducdes € uma sub-
categoria plena da categoria formada pelas l6gicas ndo-monotonicas
e traducdes. Ademais, provam que nio existe traducio conservativa
de uma l6gica ndo-monotdnica cumulativa em uma légica Tarskiana
e nem traducdo conservativa sobrejetiva de uma légica Tarskiana em
uma légica cumulativa ndo-monotonica.

e Jerabek (2012) estudou as tradugdes conservativas e demonstrou que
toda relagdo de consequéncia finitaria sobre um conjunto enumera-
vel de férmulas pode ser traduzido conservativamente no CPC. De
acordo com o autor, ampliando este resultado, existe uma tradugéo
conservativa entre praticamente quaisquer dois sistemas dedutivos
razodveis e a existéncia de uma traducéo entre duas légicas nao for-
nece informagdes uteis, seriam necessdrios, entdo, critérios mais re-
finados para definir tradug@o.

2.2. Traducgoes contextuais

Coniglio e Carnielli (2002) introduziram os conceitos de transfer e transfer
elementar entre légicas abstratas sobre linguagens bi-sortidas de primeira
ordem, que podemos considerar como uma dimensao modelo-teorética para
traducdes. Logicas sdo vistas como estruturas de primeira ordem especiais e
podemos comparar tradugdes com as no¢des de isomorfismo e equivaléncia
elementar, como vemos em (Coniglio 2005).

Em (Coniglio 2005) encontramos o conceito de meta-tradugdes, que sao
funcdes entre linguagens que preservam certas propriedades da l6gica do-
minio. No “II World Congress on Universal Logic” (UNILOG’07), Carni-
elli, Coniglio e D’Ottaviano (2007) introduziram uma versdo simplificada
do conceito de meta-traducdo, denominado tradugdo contextual. Os autores
analisam este novo conceito e apresentam alguns exemplos a fim de inter-
relaciond-lo com os conceitos de traducdo conservativa e transfer.

Definicdo 2.2.1. Sejam y = {X; : i € N} um conjunto de varidveis de conjun-
tos, X = {&; : i € N} um conjunto de esquemas de varidveise V = {p; : i € N}
um conjunto de varidveis proposicionais. Uma assinatura proposicional é
um conjunto C = {C; : i € N} de conjuntos, tal que V C Cy. Os elementos de
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C, sdo os conectivos de aridade n.

Definicao 2.2.2. Sejam L(C, X) e L(C) as C-dlgebras livremente geradas por
Co U X e Cy, respectivamente. Uma assercdo sobre C é um par (7, ¢), deno-
tada por Y + ¢, tal que Y é um subconjunto de y UL(C,X) e ¢ € L(C,X). Uma
meta-propriedade sobre C é um par ({Sy,...,5,},S)talque S;(i=1,...,n)
e S sdo assergdes sobre C.

Se f: L(C,X) — L(C',XZ) é uma fung¢do tal que paracada é € X, f(£) =&
e S = (T, ) é uma assercio sobre C, entio f(S) é a assercdo (f[Y], f(¢))
sobre C’ tal que f(¥) = f(¥) se ¢y C L(C,X), f(X) = Xse X € y e f[Y] =
{f(@) : a € Y).Se (P)=({S),...,S,},5) é uma meta-propriedade sobre C,
entdo f(P) é a meta-propriedade ({£(S1), ..., f(S,»)}, f(S)) sobre C".

Definicdo 2.2.3. Sejam L e L’ 16gicas definidas sobre assinaturas C e C’,
respectivamente. Uma tradugdo contextual f de £ em L', denotada por f :
L — L', éuma fungdo f : L(C,X) — L(C’,X) tal que L’ satisfaz a meta-
propriedade f(P), se £ satisfaz a meta-propriedade (P). £ é denominada
contextualmente tradutivel em £’ se existe uma traducdo contextual de £
em L.

Traducdes contextuais sdo casos particulares de traducdo, segundo (da
Silva, D’Ottaviano, Sette, 1999); uma ldgica trivial ndo é contextualmente
tradutivel em uma légica ndo-trivial; e uma légica monotdnica ndo é contex-
tualmente tradutivel em uma légica ndo-monotonica.

Consideracoes finais

Os estudos acima descritos fazem parte da pesquisa inicial de nossa tese de
doutorado. Vimos que muito j4 foi desenvolvido em relacdo ao conceito de
traducdo e defendemos que ainda hd muito o que ser estudado. Como tra-
balhos futuros pretendemos aprofundar o estudo das traducdes contextuais:
obter uma condi¢@o necessdria e suficiente que caracterize as tradugdes con-
textuais e as traducdes conservativas contextuais; analisar quao expressivas
sdo estas traducdes; e investigar uma possivel categoria cujos objetos sejam
as 16gicas Tarskianas (ou as 16gicas ndo-monotdnicas) e cujos morfismos se-
jam as tradugdes contextuais. Pretendemos também estabelecer uma relagao
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entre esta categoria e a categoria, ja existente, em que os objetos sdo as 16gi-
cas Tarskianas e os morfismos sdo tradugdes segundo (da Silva, D’Ottaviano,
Sette, 1999).

Ademais, compararemos as tradugdes contextuais com as tradugdes con-
servativas a fim de discutir quais sdo as vantagens e desvantagens de cada
uma destas abordagens, considerando, inclusive, o caso das linguagens na-
turais.

Quanto ao recente artigo de Jerdbek (2012), procuraremos analisar seus
possiveis impactos sobre o conceito de tradugdes conservativas.
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Uma Légica dos Insuficientes:
sistema axiomadtico, correcdo e completude

KLEIDSON EGLIcio CARVALHO DA SiLvA OLIVEIRA

1. Nocgoes preliminares

Em sua tese de doutorado, Gréacio (1999) apresentou uma familia de 16gicas
— légicas moduladas — cuja fungdo € formalizar sentengas que expressam
quantificagdes da linguagem natural, que ndo podem ser definidas em fungéo
dos quantificadores da 16gica cldssica de primeira ordem.

Seja L a légica clédssica de primeira ordem e Q um novo quantificador
usado para estendé-la. £(Q) denota, portanto, a 16gica cldssica de primeira
ordem estendida pelo quantificador Q. Quando Q possui as propriedades
abaixo, ele é chamado quantificador modulado.

Em Grécio (1999), os axiomas de £(Q) sdo os mesmos de L incluindo
os axiomas da identidade, adicionados dos seguintes axiomas para o quanti-
ficador Q:

(Ax1) VYax(p(x) © ¢(x) = (Qx(p(x) « Ox((x)));
(Ax2) QOx(p(x)) = Qy(p(y)), se y € livre para x em ¢ (X);
(Ax3) Qx(p(x)) — Fx(p(x));

(Ax4) Vxp(x) = Oxe(x).

Todos esses axiomas estdo presentes nas ldgicas: dos ultrafiltros, do
muito, do plausivel e da maioria.

Dentre as 16gicas moduladas, destacamos a 16gica do plausivel, que for-
maliza expressdes do tipo “uma ‘boa’ parte dos S sdo P” ou “h4 suficientes
S que sdo P”. A nocdo de “uma ‘boa’ parte” traduzida pode ser vista na
estrutura denominada de topologia reduzida.

Mortari, C. A. (org.) Tépicos de logicas ndo cldssicas.
Florianépolis: NEL/UFSC, 2014, pp. 112-124.
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Formalmente, definimos uma topologia reduzida como uma familia J de
subconjuntos de um conjunto X, chamados os subconjuntos abertos reduzi-
dos (segundo a topologia reduzida J), que satisfaca as condi¢des seguintes:

i) ainterse¢do de dois subconjuntos abertos reduzidos quaisquer é um
subconjunto aberto reduzido;
ii) a reunido de dois abertos reduzidos quaisquer ¢ um subconjunto
aberto reduzido;
iii) X é um subconjunto aberto reduzido;
iv) o subconjunto @ nao é um aberto reduzido.

As nogdes de espago topoldgico reduzido e subconjuntos fechados redu-
zidos s@o definidas de modo andlogo aquelas apresentadas para a topologia
usual.

Para a criacdo da légica do plausivel, introduziu-se um novo quantifica-
dor generalizado P, na linguagem usual da l6gica cldssica de primeira ordem
dado por

Pxp(x)
significando a proposi¢@o “ha suficientes x, tais que, ¢(x)”.

Se L é aldgica de primeira ordem com identidade, a 16gica do plausivel

L(P) é construida do seguinte modo:

Os axiomas de L(P) sdo os axiomas de L acrescidos dos seguintes axio-
mas do quantificador P:

(AXx1) (Px@(x) A Pxy(x)) = Px(e(x) A Y(x));

(AXx2) Pxg(x) A Pxiy(x) = Px(p(x) V ¥(x));

(Ax3) Vxp(x) = Pxe(x);

(Ax4) Pxp(x) — dxp(x);

(AXS5) VYax(p(x) © Y(x)) = (Px(p(x)) © Px(¥(x)));
(Ax6) Px(p(x)) = Py(¢(y)), se y € livre para x em ¢(x).

Dado as férmulas ¢ e i, com exatamente uma varidvel livre, de um uni-
verso A, temos que para os conjuntos [¢p] = {a € A : glalle[y] ={ae A:
Y¥(a)}, os axiomas (Ax1) a (Ax5), intuitivamente, afirmam que:

(Ax1) se [¢] e [¥] contém uma ‘boa’ parte dos individuos, entdo a conjun-
cdo de [¢] e [y] também contém uma ‘boa’ parte dos individuos;
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(Ax2) se [¢] e [Y] contém uma ‘boa’ parte dos individuos, entdo a disjun-
cdo de [¢] e [] também contém uma ‘boa’ parte dos individuos;

(Ax3) Se [¢] contém todos os individuos do universo, entdo uma ‘boa’
parte dos individuos pertence a [¢];

(Ax4) se [¢] contém uma ‘boa’ parte dos individuos, entdo [¢] ndo é vazio;

(Ax5) se [¢] e [¥] contém os mesmos individuos, entdo [¢] contém uma
‘boa’ parte dos individuos se, e somente se, [¥/] também contém
‘boa’ parte dos individuos.

Com base nas definicdes de 16gica modulada e principalmente na légica
do muito de Grécio (1999), criamos uma ldgica para traduzir a no¢ao intui-
tiva de poucos, denominada légica do poucos que nos levou a acreditar que
todas as l6gicas moduladas poderiam ter l6gicas que as complementassem,
assim, este novo sistema, chamado de Ildgicas paramoduladas, tem como
base os seguintes axiomas:

Seja L a légica de primeira ordem com identidade, pode-se estender £
com um novo quantificador D. Denotada esta extensao por £(D), além dos
axiomas da logica cldssica de primeira ordem, com a igualdade, esta familia
de logicas apresentaria os seguintes axiomas para o quantificador D:

(Ax1)  Yx(e(x) & ¢(x)) = (Dxg(x) < Dxyp(x));

(Ax2) Dxep(x) = Dye(y), quando y € livre para x em ¢(x);

(Ax3) Dxp(x) = Axp(x);

(Ax4) Dxp(x) = —Vxp(x).

A primeira légica paramodulada apresentada foi a l6gica do poucos,
que tenta traduzir a no¢do usual de poucos da linguagem natural, para isso,
acrescenta-se um novo quantificador K a linguagem da l6gica classica pri-
meira ordem, utilizando uma estrutura denominada estrutura do poucos e

denotando £(K) como a ldgica cldssica de primeira ordem estendida pelo
quantificador K, dotando-o dos seguintes axiomas:

Os axiomas de L(K) sdo todos os axiomas de .L, incluindo os axiomas
da identidade, acrescidos dos seguintes axiomas para o quantificador K:

(Ax1)  Vx(e(x) & ¢(x)) = (Kxp(x) < Kxjp(x))
(Ax2) Kxp(x) = Kyp(y), quando y € livre para x em ¢(x)
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(Ax3) Kxp(x) — dAxe(x)
(Ax4) Kxp(x) = =VYxp(x)
(AXx5)  (Yx(p(x) = ¥(x)) A Jxp(x)) = (Kxp(x) = Kxp(x)).

Os dois primeiros axiomas sdo necessdrios para a proposta de para que
esta seja uma légica paramodulada. Os axiomas Ax3, Ax4 e AxS sdo es-
pecificos para a légica do poucos, e possuem as seguintes caracteriza¢des
intuitivas:

(Ax3) Se poucos individuos satisfazem uma sentenca ¢, entdo existem in-
dividuos que satisfazem ¢.

(Ax4) Se poucos individuos satisfazem a sentenga ¢, entdo nao sdo todos
individuos que satisfazem a sentenca ¢.

(AxS) Se todos os individuos do universo que satisfazem ¢ também satis-
fazem i, e se o conjunto de individuos que satisfazem ¢ é ndo-vazio,
entdo se poucos individuos satisfazem i, também poucos individuos
satisfazem ¢.

2. Uma légica do Insuficientes

Apresentaremos aqui uma versao possivel para uma logica do insuficientes.

Nesta primeira versdo, consideramos que sentencas que ndo sao satisfei-
tas por nenhuma evidéncia (ou individuos) ndo devem ser sentencas insufi-
cientes, mas sim, impossiveis, deste modo:

Para a criacdo da 16gica dos insuficientes, introduzimos um novo quan-
tificador generalizado /, na linguagem usual da l6gica cldssica de primeira
ordem dado por

Lxp(x)

significando a proposi¢@o “ha insuficientes x, tais que, ¢(x)”.

Quanto a estrutura topoldgica subjacente a 16gica que criaremos, afirma-
mos que pelos axiomas a seguir, ela ndo pode ser somente uma topologia
reduzida e nem somente seu inverso, queremos uma estrutura V denomi-
nada de agora em diante, topologia parareduzida que satisfaca as seguintes
caracteristicas:
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i) a interse¢do de dois subconjuntos fechados parareduzidos com in-
terseccdo em pelo menos um ponto € um subconjunto fechado para-
reduzido;

ii) a reunido de dois fechados parareduzidos quaisquer é um subcon-
junto fechado parareduzido;

iii) X ndo é um subconjunto fechado parareduzido;
iv) o subconjunto @ ndo é um fechado parareduzido.

Muitas outras propriedades sobre esta topologia parareduzida ainda de-
vem ser estudadas, porém, com base na légica do poucos apresentada an-
teriormente, jA podemos dar os axiomas légicos pertencentes a ldgica do
insuficientes para que a topologia por tras fique mais clara.

Se L é aldgica de primeira ordem com identidade, a 16gica do plausivel
L(I) é construida do seguinte modo:

Os axiomas de £(/) sdo os axiomas de £ acrescidos dos seguintes axio-
mas do quantificador I:

(AX1) [(Lxe(x) A Dxp(x)) A Ax(p(x) A g(x))] = Tx(e(x) A y(x));
(Ax2) Ixp(x) A Ixp(x) — Ix(o(x) V ¥(x));

(Ax3) Ixp(x) = =Vxp(x);

(Ax4) Ixp(x) — Axp(x);

(AX5) Vax(p(x) & ¥(x)) = (Ix(p(x)) & Ix(y(x)));

(Ax6) Ixp(x) — Iyp(y), se y é livre para x em ¢(x).

Os dois dltimos axiomas tém a fun¢@o de adequar o modelo proposto
para esta logica, ja que esta logica fard parte da familia de logicas paramo-
duladas. Os axiomas Ax1, Ax2, Ax3 e Ax4 sdo especificos para a 16gica dos
insuficientes, e possuem as seguintes caracteristicas intuitivas:

(Ax1) Se insuficientes individuos satisfazem ¢ e insuficientes individuos
satisfazem y, mas existe alguém que satisfaz ambos, entdo insufi-
cientes individuos satisfazem ¢ e .

(Ax2) Se insuficientes individuos satisfazem ¢ e insuficientes individuos
satisfazem ¢ entdo insuficientes individuos satisfazem ¢ ou .

(Ax3) insuficientes individuos satisfazem a sentenga ¢, entdo ndo sao todos
que satisfazem a sentenca.
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(Ax4) Se insuficientes individuos satisfazem a sentenca ¢, entdo existem
individuos que satisfazem ¢.

As férmulas de L£(/) sdo as mesmas de L mais aquelas geradas pela
seguinte clausula: se ¢ é uma formula de £(/), entdo Ixe € uma férmula
de L(I). A nogdo de varidvel livre e ligada numa férmula é idéntica para o
quantificador /, isto é, toda ocorréncia de x em Ix¢p € ligada.

Temos que o resultado da substituicio de todas as ocorréncias livres da
varidvel x em ¢ pelo termo ¢ é denotado por ¢(¢/x). Quando ndo houver
problema em identificar a substitui¢do, denotamos apenas ¢(t).

As regras de inferéncia de L(1) sdo Modus Ponens e Generalizagao.

As nocdes sintaticas usuais, como sentenga, demonstragdo, teorema,
consequéncia légica, consisténcia, etc., para L(/), sdo definidas de modo
analogo as definidas na légica classica.

Apresentamos, agora, os dois primeiros teoremas de L(I) faceis de se
demonstrar:

Teorema 1. As formulas abaixo sdo teoremas em L(I)

(1) =Ix(p(x) V =¢(x))
(2)  —Ix(p(x) A —@(x))

Demonstragdo:

(1 l.oVv-yp teorema de L
2. Vx(eo(x) V —¢(x)) Gen 1
3. Ix(ep(x) V =p(x) = ~Vx(e(x) V —p(x) AXx3
4. Vx(p(x) V —p(x)) = —Ix(e(x) V —p(x)) CPC3
5. ~Ix(p(x) V —(x)) MP 3,4

2) 1. =Jx(e(x) A ~(x)) Teorema de L
2. Ix(¢(x) A —¢(x)) = In(p(x) A ~p(x)  Axd
3. =3Ax(e(x) A =p(x)) = —Ix(p(x) A =p(x)) CPC?2
4. =Ix(p(x) A =p(x))) MP 1,3

2.1. Semantica de £(])

A semantica para as férmulas em £(/) € definida da seguinte maneira. Seja
T =1, J, K, To, Ty e A = (A AR ier, (1) jes» € ek ) uma estrutura cldssica
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de primeira ordem de tipo 7. Um tipo de estrutura da topologia parareduzida
de tipo 7 para L(I) é construida dotando U de uma topologia parareduzida
V¥ sobre A. Em termos formais, temos:

A = (A, {RMVier {fjA}jEJ, {cM ek, VY = QL VY

em que A € o conjunto universo, R; é uma relacio T-4ria definida em A, para
l € L, fj¢ uma fungdo j-dria de A" em A, supondo-se T(j) = n, para j € J,
¢ € uma constante de A, para k € K e A € uma topologia parareduzida
sobre A.

A interpretagdo de todos os simbolos funcionais, relacionais e constan-
tes individuais é a mesma de L(/) em A. A satisfacdo de todas as férmu-
las de L(I) , numa estrutura A" é definida, recursivamente, de modo usual,
acrescentando-se a seguinte cldusula: seja ¢ uma férmula cujo conjunto de
varidveis livres esteja contido em {x} U {yy,...,y,} e considere uma sequén-
ciaa = (ai,...,a,) em A. Definimos

W E Ixgla] see (beA: W E glbial}e V"

na qual, como € usual, A | ¢[b] denota A ; ¢, sendo que as varia-
veis livres da férmula ¢ ocorrem no conjunto {zy,...,z,}, s(z)) = bje b =
(b1,...,b,). Em particular, para uma sentenca /x6(x), " = Ix0(x) see {a €
AW E6B) eV

2.2. Correcao e Completude

Teorema 2. Se ¢ é um teorema de L(I), entdo é vdlido.

Demonstra¢do. Demonstra-se a validade dos axiomas especificos para o
quantificador I, uma vez que os axiomas da légica cldssica de primeira or-
dem, assim como as regras Modus Ponens e Generaliza¢do ja foram demons-
trados no contexto da légica cléssica de primeira ordem.

(AxT) [(Ixp(x) A Ixp(x)) A Tx(p(x) A g(x))] = Ix(@(x) A g(x))

Por absurdo, suponha-se a existéncia de uma estrutura de topologia pa-
rareduzida N’ e uma sequéncialb] = (by,...,b,) em A de maneira que o
axioma (Ax1) ndo seja vélido, isto &,

W = = [[Txp(x) A Lxp(x) A Tx(p(x) A g(x))] = Ix(p(x) A y(x)][b].
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Como

A" =[[(Txp(x) A Dxp(x)) A Ax(e(x) A ()] = Tx(p(x) A g(x)][D]
see

W = [Lxp(x) A Lxfp(x)) A Ix(e(x) Ay(x)][b] e

A | =Lx(p(x) A y(x))][b]
see

W [(Ixp(0)][b] e W E Ixp(x))[b] e

A" | Ax(e(x)[b] e A | Y(x))][b] e

A | =Lx(p(x) A Y(x))][b]
see

lacA:WE(@AYla:blie Ve

lacA: W E(@APla;bl} #0e

lacA:WE (o AY)a; bl ¢ V.
Logo, pela defini¢do topologia parareduzida, ha uma contradicdo. Portanto,
ndo existe uma estrutura de topologia parareduzida N’ e uma sequéncia em
A tal que

AW E =[[Txp(x) A Dap(x)) A Ax(e(x) A (x))] — Ix(e(x) A y(x)][b].
(Ax2) Ixp(x) A Ixp(x) = Ix(o(x) V ¥(x))

Novamente, por absurdo, supondo que exista uma estrutura de topologia
parareduzida N’ e uma sequéncia b = (by,..., b,) em A de modo que o
axioma (Ax2) ndo seja verdadeiro, ou seja,

A k= =[Lxp(x) A Lxp(x) — Ix(e(x) V ¥(x))][b].

Como B
W | = [Txp(x) A Lxgr(x) = Ix(p(x) V Yy (x))]1[D]
see
W = Ixp(x) A Dxp(x)[b] e W E —(Ix(p(x) V (x)))[b]
sce
W = Ixp(x)[b] e W E Ixp(x)[b] e A | ~Ixp(x)[b] e A E —y(x)[b]
sce
{acA:WEg[a;blyeViefacA: W Eyla;bl} e VVie
{acA: W Eg[a;bl}e Vie{acA: W e yla;b]} e VL
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O que € uma contradicdo. Logo, ndo existe uma estrutura de topologia pa-
rareduzida ¥ e uma sequéncia b em A tal que

W | —[Lxp(x) A Lap(x) —> Lx(p(x) V g (x)][b].
(Ax3) Ixp(x) = ~Vxp(x)

Mais uma vez, por absurdo, supondo que exista uma estrutura de topo-
logia parareduzida N’ e uma sequéncia b= (by,...,b,) em A de modo que o
axioma (Ax3) ndo seja verdadeiro, ou seja, A’ = —(Ixp(x) — ﬂngo(x))[Z].
Como

W | =(Ixp(x) = =Yxp(x)[b]
see

A Lxp(n)[b] e A Vxp(x)[b]
see

{acA: W Eg[a;ble Vielac A: W E ¢la;b]} = A.

Logo, pela defini¢do topologia parareduzida, ha uma contradicdo. Portanto,
ndo existe uma estrutura de topologia parareduzida N’ e uma sequéncia b
em A tal que A £ —(Ixg(x) — ~Vxp(x))[b].

(Ax4) Ixp(x) — Ixp(x)

Por absurdo, supondo que exista uma estrutura de topologia parareduzida
A e uma sequéncia b= (by,...,b,) em A de modo que o axioma (Ax3) ndo
seja verdadeiro, ou seja, A | —(Ixp(x) — EIx(p(x))[Z].
Como

A | —(Ixp(x) = Jxp(x))[b]
see

A Ixp(x)[b] e A E ~Txp(x)[b]
see

{acA: W Eg[a;blyeV¥ie{lacA: W E ¢la;b]} =0
Logo, pela defini¢do topologia parareduzida, hd uma contradi¢do. Portanto,
ndo existe uma estrutura de topologia parareduzida N’ e uma sequéncia b
em A tal que A" E —~(Ixp(x) — thp(x))[Z].

(AX5) Vx(p(x) < Y(x)) = (Ix(e(x)) < Ix(¥(x)))
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Fixe-se uma sequéncia b= (by,...,b,) em A e tome-se
J={acA: WEyla;blle Q={acA: W Eyla;b].
Considere-se que

A = Vx(p(x) & w(x)[b] e A | Lxp(x)[b].

Logo, J = Qefa € A : W E ¢la;b]} € VY. Portanto, {a € A : A [
Ula; Z]} e V¥ de onde A’ |= Ixt//(x)[l;].

Analogamente, prova-se que se U E Vx(p(x) < w(x))[z] e AW E
wa(x)[E], entdo AY nga(x)[z].

Logo, para toda estrutura A", tem-se que:

A" Vx(p(x) © ¢(x)) = (xp(x) & Iap(x)).
(Ax6) Ixp(x) — Iyp(y), sey é livre para x em ¢(x).

Fixando uma sequéncia b = (b1,...,b,) em A e suponha-se que A"
Ixp(x)[b]. Dado que y € livre para x em ¢(x), entdo

faeA: W Egla;bl} = {acA: W E ¢ly/x][a; b]}.

Portanto, A’ = Iyp[y/x] [E].
Portanto, para toda estrutura 2", tem-se que:

W E Ixp(x) = Iyp(y),

quando y é livre para x em ¢(x).
Assim, se ¢ é um teorema de L(I), entdo ¢ é valida e L([) € correta
relativa a estrutura 2", O

Para a prova da completude, necessitamos do seguinte teorema:

Teorema 3. Se B é uma colecdo de subconjuntos de A tal que ) ¢ Be A ¢ B,
entdo B pode ser estendido a uma topologia parareduzida.

Demonstracdo. Seja B C P(A)talque ) ¢ Be A ¢ B. Definamos V = {C €
P(A) : 0 # C € D paraalgum D € B}.
Entdo V € uma ropologia parareduzida, pois:
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(i) 0 ¢ V por defini¢do;

(i) A ¢ V, por definicdo;

(iii) SejaE eV, FeVe(EAF)+#0.ComoE € V,entdo E C D para
algum D € B. Como F € V, entdo F' C D para algum D € B. Como
(EAF)#0,entdo (E A F) € V,ouseja, (EAF) C D para algum
D e B.Desdeque C C(EAF)e(EAF)C D,entdo C € D com
D e B.Logo,C V.

(iv) Anélogo a (iii)

Uma vez que a demonstracio da completude é realizada no mesmo estilo
de Henkin, mostra-se aqui s6 o necessario para a légica do insuficientes (o
restante pode ser visto em Oliveira (2011).

Considerando a linguagem £(/) , define-se a estrutura de topologia pa-
rareduzida canénica W = (A, {R;‘},-E,, {f]’f‘}jej, {cﬁ}keK, VA talque A = T e
todo elemento de A € a interpreta¢do de uma constante de C. Resultado:

(v) para a determinacdo de V¥, define-se para cada férmula ¢(v), com
um conjunto v = {vy,...,v,} de varidveis livres:

e = {(ch, ..., [el) €A™ : T kglcr,...,ca))
e considerando as férmulas /(x), com uma tnica variavel livre,
B” = (y(x)" CA: T+ Ixp(x)).

Em vista dos axiomas de £(I) e pelo Teorema acima apresentado, BY C P(A)
e pode ser estendida a uma topologia parareduzida V*.
Com isto, podemos verificar que

A = ¢ se e somente se T + .

Se ¢ é uma sentenca da forma I/xp(x), entdo A = Ixp(x) see {[c] € A :
A = ¢([c])} € V¥ see, pela hipétese de indugio, {[c] € A : T F ¢(c)} € V¥
see (o(x))” € BT see T + Ixp(x). ]

Com esses resultados, demonstra-se que a légica do insuficientes apre-
sentada € completa.
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3. Consideracoes Finais

Estas primeiras ideias sobre a logica dos insuficientes mostra que as ideias
contidas em Oliveira (2011) para a criacdo do sistema de 16gicas paramodu-
ladas sdo vidveis. Deste modo, em trabalhos posteriores, teremos a criagao
das l6gicas da minoria e do quase-nenhum, em oposicdo as 1dgicas modula-
das da maioria e dos ultrafiltros. Apds completa todas essas logicas e feita
uma andlise entre cada uma delas e sua logica opositora, tentaremos verificar
como todas funcionariam em um tnico sistema.
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Models for the logic of Tarski consequence operator

HefrcuLEs DE ArRAUJO FEITOSA
Mauri CuNHA DO NASCIMENTO
MARCELO REICHER SOARES

Introduction

In a first moment we present the logic TK motivated by Tarski’s deductive
system or Tarski space. So we compare the logic TK with the modal logic
of deductive closure, introduced by Naumov (2006), and show they are de-
ductively equivalent. In the following we present these systems in another
modal axiomatic system and observe that TK is a subnormal modal logic.
Then we present the almost topological spaces, generalization of topologi-
cal spaces. In any almost topological space, from the notion of closure, it
is possible to obtain a Tarski space; and from any Tarski space we have an
almost topological space. So we observe two different ways to develop the
same concepts. Finally we prove the adequacy of TK relative to any almost
topological espace.

1. The logic TK

In this section, it is presented the logic of Tarski consequence operator, the
logic TK.

In a first moment, motivated by the concept of Tarski consequence oper-
ator, it was introduced the TK-algebras (Nascimento, Feitosa 2005). Let us
begin with the concept of Tarski consequence.

Definition 1. A consequence operator on E is a function ~ : P(E) — P(E)
such that, for every A, B € P(E):

(i) ACA

Mortari, C. A. (org.) Tépicos de logicas ndo cldssicas.
Florianépolis: NEL/UFSC, 2014, pp. 125-137.
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(i) ACB=ACB
(iii)) A C A
Of course, from (i) and (iii), for every A C E, the equality A = A holds.

Definition 2. A Tarski space (Tarski deductive system or closure space) is a
pair (E,” ) such that E is a non-empty set and ~ is a consequence operator on
E.

Definition 3. The set A is closed in a Tarski space (E,”), if A=A, and A is
open if its complement relative to E, denoted by A€, is closed in (E,”).

Since, for all A C E, it follows that A= A, then A is closed in (E,”).

Proposition 4. Every intersection of closed sets in a Tarski space (E,”) is
also a closed set.

Proof. If {A;} is a collection of closed sets, since N;A; C A;, then N;A; C A;,
therefore, ﬂ,A, C M;A;. Hence, N;A; € N:A; € NM;A; = NiA;. O

Clearly, 0 and E correspond to the least and the greatest closed sets,
respectively, associated to the consequence operator ~.
Now the definition of TK-algebra.

Definition 5. A TK-algebra is a sextuple A = (A,0,1,V, ~, ) such that
(A4,0,1,V,~) is a Boolean algebra and e is a new operator, called operator
of Tarski, such that:

(i) aVea=eqa
(ii)) eaV e(aV b)=e(aV b)
(iii) e(ea) = ea.
From the TK-algebras it was introduced the logic TK, in (Feitosa, Nasci-
mento, Gricio 2010).

The propositional logic TK is constructed over the propositional lan-
guage L = {—,V, —, §, p1, p2, p3, . . .} with the following axioms and rules:

(CPC) ¢, if ¢ is a tautology
(TK1) ¢ — 4p
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(TK2) 440 — $¢

U,
Mp) 7T
(MP) "
RM’ ﬂ
( ) oo — $

The TK-algebras are algebraic models for the logic TK, as it is shown
in (Feitosa, Nascimento, Gracio 2010).
It is possible to define the dual operator of ¢ in the following way:

He =4 4.

Proposition 6. + ¢ — ¥ = + Hy — Hy.
Corollary 7. + ¢ & ¢ — + Hp « Hy.
Proposition 8. - Hp — ¢.

Proposition 9. - Hy — HH ¢.
Proposition 10. + H(p A ) — He.
Corollary 11. + H(e A ¥) — (He A By).

We could, alternatively, consider the operator H as primitive and substi-
tute the axioms 7K, and T K, by the following ones:

(TK)) He — ¢,
(TK3) He - BB,
and the rule RM* by the rule RM®:

] Fo oy
(RM™) FHe — By

2. The modal logic of deductive closure

Considering the notion of provability, Pavel Naumov (2006) introduced the
modal logic of deductive closure, denoted by D, over the propositional lan-
guage L = {1, —,{, p1, p2, p3, . ..}! with the following definitions, as in the
original paper.
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Definition 12. Let X be a set of statements in language L. A Z-valuation is
an arbitrary map x of propositional variables of language L into subsets of
set X.

Definition 13. An arbitrary X-valuation x could be extended on all formulas
in L as follows:

1 L*=0
(2) (¢ > P)* = () UyY*
3) (Op)* = {a € £ : (¢*) + a}, where + denotes provability in the

classical propositional logic.

The system D is determined by the classical propositional tautologies
and the inference rule Modus Ponens plus the following axioms and infer-
ence rule:

(Re flexivity) ¢ — Op

(Transitivity) Ol VvV Op) = Op

(Monotonicity) u .
Op — Oy

Definition 14. A model of D is a triple (W, <, IF-), where W is a set of “pos-
sible worlds”, < is an “accessibility” relation between elements of W and
subsets of W, and I is a “forcing” relation between elements of W and
propositional variables of L. Relation <1 has the following properties:

(1) ifxeY,thenx <Y

) ifx<Yand, forallye Y,y <1Z, then x < Z.

Definition 15. The relation I can be extended to the relation between worlds
and arbitrary L formulas as follows:

(1) whiF L

Q) wlrFp-ypoowkFporwlFy

3) wlF $p © thereis V such that w <t V and forall v € Vv I ¢.
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3. The deductive equivalence between the two systems
In this section we present a short proof of the deductive equivalence between
the two logical systems cited in the previous sections.

Proposition 16. Every theorem of D is a theorem of TK.

Proof. 1t is sufficient to show that the transitivity 4(¢ V ¢¢) — 4 holds in
TK.

Using the TK-algebras, it is enough to observe that the polynomial ex-
pression e(a V ea) — eq is identical to 1. But e(a V ea) — ea = e(ea) —
oqa=e0q — eq=1. O

Proposition 17. Every theorem of TK is a theorem of D.

Proof. We only need to show that D provides TK,: OQp — Og:

L.Op = ¢V Op CPC

2. 00¢ = Olp vV Oyp) Monotonicity in 1

3.0(p v Op) = Op Transitivity

4. 00p — O CPC in 2 and 3. O

4. Another presentation of TK as a modal logic

We show that TK is deductively equivalent to the classical modal system
EMT4 when considering the operators B and 4 to be identical to the neces-
sity and possibility operators [J and < as in (Mortari, Feitosa 2011). Taking
U as primitive, ¢ can be defined in the usual way:

(DFO) O =4 =g

EMT4 can be axiomatized by adding to the classical propositional cal-
culus the following axiom schemes and rule of inference (Chellas 1980):

M) Dl Ay) — e ALY,
(T) Up — ¢;
4 U — Olg;

RE) Foeoy/ Flp & L.
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Proposition 18. Every theorem of EMT4 is a theorem of TK.

Proof. Follows directly from the definition of B, TK7, TK?, and Corollaries
7and 11. ]

Proposition 19. Every theorem of TK is a theorem of EMTA4.

Proof. We only need to show that EMT4 provides RM™,

1. o>y hypothesis

2. oo (pAY) CPCin 1

3. (pAY) > CPC

4. 9o (@AY) CPCin2and 3
5. Op o Oe Ay) REin4

6. OlpAy)—> OpAly) M

7. Op — (e A Oy) CPCin5 and 6
8. (o Aly) - Oy CPC

9. Oy — Oy CPC in 7 and 8.

O

As it is well known from the literature about modal logics, in any normal
modal logic must holds the law (¢ Ay) & (Do ALY ), however in TK only
U Ay) — (e ALY) holds. So we observe that TK is a subnormal modal
logic.

5. On almost topological spaces

The definition and some properties of almost topological spaces.

Definition 20. An almost topological space is a pair (£, Q) such that E is a
non-empty set, O € P(E) and for any set of indices /:

(a) if A; € Q, for every i € I, then U;gjA; € Q.

Definition 21. The collection Q is called an almost topology and each mem-
ber of Q is called an open of (E,Q). A set A € P(E) is a closed in (E, Q)
when its complement relative to E, denoted by A€ is an open of (E, Q).

Proposition 22. In any almost topological space (E, Q), the set 0 is an open.
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Proposition 23. In any almost topological space (E,QQ), the intersection of
closed sets is a closed set.

Definition 24. Let (E, Q) be an almost topological space. The closure of A
is the set:

A=4 N{X:ACXand X € Q}.
The interior of A is the set:

o

A=g UX:XCAand X € Q).

Proposition 25. If (E, Q) is an almost topological space and A C E, then A
is closed and A is open.

Proposition 26. Let (E, Q) be an almost topological space. For every A, B C
E:

(i) ACACA
(i) A=A
(iii) A=A
(iv) E=E

ic B
(vij ACB=ACB.

Proposition 27. Let (E, Q) be an almost topological space and let A = N{X :
A C X and X€ € Q}, as above, for every A C S. Then the pair (E,” ) is a
Tarski space.

On the other hand, if (E,”) is a Tarski space, let us consider Q = {X C
E : X is open}.

Proposition 28. If (E,”) is a Tarski space and Q is as above, then (E, Q) is
an almost topological space.

It follows from previous propositions that for each Tarski space we can
define in a natural way an almost topological space, and for each almost
topological space we can define a Tarski space.

Definition 29. An almost topological space (E, Q) is 0-closed when:
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(b) 0=0.

So, in an almost topological space 0-closed the domain E is open, that
is, E=E.

Definition 30. A topological space (E, Q) is an almost topological space
0-closed such:

(¢c) AUB=AUB.

Or yet ANB=ANnB.
Definition 31. A Tarski space (E,” ) is vacuous when 0=0.

The definition of topological space as a Tarski space in which holds (b)
and (c) was first observed by Kuratowiski and in that case the operator ~
is the Kuratowiski’s closure. Naturally every topological space is a Tarski
space, but there are several Tarski spaces that are not topological spaces.
Each topological space is an instance of a vacuous Tarski space.

If £ =1{0,1,2} and Q = {0,{0, 1},{1,2},{0,1,2}}, then (E,Q) is an
almost topological space, but is not a topological space, since {0, 1}N{1,2} =
{1} ¢ Q.

In the following section we show the adequacy of the logic TK relative
to almost topological spaces.

6. Almost topological spaces as models to TK

In this section it is proved the adequacy of TK relative to the almost topo-
logical spaces.

The set of propositional variables of TK is denoted by Var(TK), the set
of formulas of TK is denoted by For(TK) and the set of axioms of TK is
indicated by Ax.

If T’ C For(TK), then T is the set of derivable formulas of I'. The formula
¥ is derivable in TK or is a theorem of TK if ¢ € 0, thatis, T = 0.

Definition 32. A TK-theory is a set A C For(TK), such that A=A.

When A = 6, this theory coincides with the set of theorems of TK, that
s,y e ory.
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Definition 33. A formula ¢ € For(TK) is refutable in I when I' + —.
Otherwise, i is irrefutable.

Definition 34. Let (E, Q) be an almost topological space. A restrict valuation
is a function (.): Var(TK) — P(E) that interprets each variable of TK in an
ACE.

Definition 35. A valuation is a function [.]: For(TK) — P(E) that extends
natural and uniquely (.) as follows:

@ [pl=<(p)
(i) [~¢l = E - [¢]
(i) [#¢] = [¢]
v) [ Ayl =IlelN[y]
V) leVvyl=le]lUly]
(vi) [T] = E, where T is any tautology

(vii) [L] = 0, where L is any contradiction.

Definition 36. Let (E, Q) be an almost topological space. A model for I' C
For(TK) is a valuation [.]: For(TK) — %(E) such that [y] = E, for each
formulay €T

((E,Q),[.]) ET denotes that ((E, Q),[.]) is a model of T".

In particular, if ¢ € For(TK), then a valuation [.]: For(TK) — P(E) is
a model for ¢ when [¢] = E. In this case, ((E, Q),[.]) F ¢ and the formula ¢
is true in ((E, Q), [.]).

Definition 37. The formula ¢ is valid, what is denoted by F ¢, if for every
almost topological space (E, Q) and every valuation [.]: For(TK) — P(E)
it holds ((E, Q), [.]) F .

Definition 38. A subset I' C For(TK) logically implies ¢, what is denoted
by I' F ¢, if every model of T is a model of .

Now, the easy direction of adequacy.

Lemma 39. [¢ - ¢] = E © [¢] C [¢]
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Proof. [¢ = ¢yl =E & [-pVy] = E o [-¢|UlYy] = E = (E-[¢)UY] = E
< [ol < [¥]. m

Theorem 40. (Soundness) If T + ¢, then T F ¢.

Proof. The proof is by induction on the the length of the deduction.

If n = 1, then ¢ is an axiom of TKor ¢ €T

If ¢ €T, of course, I' F .

So let’s consider that ¢ is an axiom of TK. If ¢ is a tautology, then, by
condition (vi) above, [¢] = E.

L If ¢ is of the type v — #y, then [y — Y] = [~ V Y] = (E - [y]) U
] = E;

If ¢is of the type 44y — @y, then [#4Y — Y] = [0y V $Y] =
(E-TyhHUTyl = (E-TyD) Uiyl = E.

Inany case I' F ¢.

By induction hypothesis, the enunciate holds for k < n.

If ¢ was obtained from I' by MP, then we have I' v ¢ and ' + ¢ — ¢.
By induction hypothesis, [] = E and [y — ¢] = E and by previous lemma
[¥] C [¢]. As [y] = E, hence [¢] = E.

If ¢ was obtained from I' by RM*, we have ' - ¢ — ¢ and by inductive
hypothesis [¢ — ] = E. By previous lemma [¢] C [¢] and, by Lemma 26
(vi), [¢] € [¢] and from that [4¢ — #y] = E.

Hence I' F ¢. O

Now the other direction, the Completeness.

As mentioned, Feitosa, Nascimento and Gracio (2010) proved that the
TK-algebras are strongly adequate models to TK. We will denote this alge-
braic consequence relation for TK by F4, and the almost topological conse-
quence relation by F47. So, from the algebraic results, we have:

I'r 1/ r ':A /8
The Soundness Theorem pointed:
I'F l// =T hAT l//

Now we need to show the reverse of Soundness, the Completeness, rel-
ative to F4r. For that we will use the algebraic model and the following
lemma.
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Lemma 41. Any TK-algebra A = (A,0,1,V, ~, ®) is isomorphic to a Tarski
space defined in P(P(A)).

Proof. See (Feitosa, Nascimento and Gracio 2010). O

The above lemma is the version of Stone’s Theorem for TK-algebras.
We will denote that isomorphic Tarski space by (A, ®), where © is the set of
closed sets of the Tarski space.

Theorem 42. [If T F 7 , then T F4 4.

Proof. If T E4 y, then there is a TK-algebra A such that A =4 T, but
A E4 . By previous lemma, we take exactly that Tarski space or almost
topological space (A, ®). Then (A, ®) F47 I, but (A, ®) #4r ¥ and, hence,
T Ear v O

Now we have showed the adequacy of TK relative to almost topological
spaces, as semantical spaces.

rl—tﬁ =4 r':Alﬁ

= F':ATl// =

Corollary 43. If I =, then there is a finite subset Ty C I such that Ty F .

Proof. If T E y, then T + . Let Ty the set of formulas of I" that occurs in
the deduction of  from I'. The set I'y C I" and is finite. As Iy + ¢, by the
Soundness Lemma I'y E . O

Corollary 44. (Compactness) If every finite subset of T has model, then also
I has model.

Proof. If T do not has a model, then I' is inconsistent. In this case, for some
formula ¢ € For(TK) it follows that I' + ¢ and I' + —. Let I'y the finite
subset of formulas that occurs in the deductions of ¢ and —¢ from I'. So
Iy v ¢ and I’y + = and hence I’y is inconsistent. Thus, I’y do not has a
model. O
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7. Final considerations

The logic TK is a kind of modal logic. The operator 4 has an intuitive al-
gebraic interpretation as in (Feitosa, Nascimento, Gracio 2010) and another
one given by the Tarski spaces or almost topological spaces, as developed in
this paper. Of course each almost topological space determines a TK-algebra
too. Mortari and Feitosa (2011) introduced a relational semantic for TK, a
neighbourhood model. From the paper of Naumov (2006) we meet another
interesting model in the Kripke style. It is not exactly a Kripke model be-
cause besides anything TK is not a normal modal logic.

The logic TK is a modal logic of deductibility and must be investigated
in other aspects and directions.

But, similar to the relation between Int and S4, considering TK as a
subsystem of S4, it is interesting to look for a subsystem of Int whose model
are the open sets of any almost topological space. The concept of translation
can be used to generate a such logical system.
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Mudancas epistémicas em sistemas
multiagentes ao longo do tempo

Marcio KLEos FREIRE PEREIRA

1. Introducao

A andlise l6gica de sistemas multiagentes abstratos tem sido um recurso im-
portante para o desenvolvimento de teorias aplicdveis a contextos de agentes
reais, sejam processadores de dados trocando informagdes em rede, nego-
ciadores movidos por interesses financeiros, etc. (Fagin ef al. 1992; 1995).
As chamadas 16gicas (modais) epistémicas t€m se beneficiado bastante dessa
atencdo, e avancado para aplicagdes cada vez mais complexas.

Considere-se, por exemplo, o caso de operadores 16gicos representando
estados epistémicos coletivos. Questdes como o acesso de cada agente em
um grupo ao estado epist€émico (conjunto de informagdes) disponivel aos
demais agentes t€m sido tdo importantes quanto o acesso do grupo como um
todo as informagdes dispersas pelo grupo e desconhecidas por seus agentes
individuais (conhecimento distribuido).

As combinagdes de operadores modais com linguagens de primeira or-
dem produzem, além disso, resultados diferentes quando s@o interpretadas
em modelos com dominio constante ¢ modelos com dominios varidveis (ver,
por exemplo, Fitting e Mendelsohn, 1996). A validade de esquemas como
a famosa Formula de Barcan e sua inversa € diretamente afetada por essa
escolha semantica. Quando se leva em conta que, em situacdes cotidianas,
agentes epistémicos nem sempre estdo cientes de todos os objetos relevan-
tes (e suas respectivas relacdes) em um contexto de troca de informagdes, o
desenvolvimento de uma légica que capture essa limitacdo € bastante dese-
jével. Por exemplo, em uma negociagdo de cardter financeiro (na vida real),

Mortari, C. A. (org.) Tépicos de logicas ndo cldssicas.
Florianépolis: NEL/UFSC, 2014, pp. 138-159.
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diferentes estratégias s@o requeridas, dependendo de quais informagdes es-
tdo disponiveis para cada negociador e, mais ainda, dependendo do quanto
cada negociador sabe acerca do estado epistémico dos demais.

Adicione-se a isso tudo o fato de que estados epistémicos, sejam indivi-
duais ou coletivos, normalmente variam durante uma troca de informacdes.
Por isso, torna-se também desejavel um formalismo que capture esse dina-
mismo epistémico — por exemplo, com operadores temporais (Fagin et al.,
1995).

O objetivo de nossa apresentacdo € explorar um tratamento sintético para
a légica epistémica de primeira ordem acrescida de operadores temporais,
considerando modelos com dominios varidveis, e comparar duas estratégias
semanticas para se interpretar essa sintaxe: os sistemas interpretados quanti-
ficados e as estruturas de estilo kripkeano — o mainstream semantico para
as logicas modais. Essa comparagdo ndo é gratuita, nem mera curiosidade
formal. Ela permite obter a completude da axiomatizacdo apresentada para
esse tratamento. Para alcangar nosso objetivo, aproveitaremos bastante do
formalismo desenvolvido por Belardinelli e Lomuscio (2007; 2008), adap-
tando livremente o que for necessdrio para o trato com dominios varidveis.

2. Uma linguagem de primeira ordem para o calculo
epistémico-temporal

Seja A = {iy, ..., i,} um conjunto finito ndo vazio com n agentes epist€émicos
(para n € N). Assim, a linguagem multimodal de primeira ordem £, contera
as seguintes listas de simbolos:

@) variaveis individuais globais xi, x, . .. ;
(i)  variaveis individuais locais y, y, . . . ;
(iii))  constantes individuais globais ¢, ¢y, . .. ;
(iv)  constantes individuais locais by, by, .. .;
(v)  fungdes n-arias f1', f}',...;

(vi)  predicados n-drios P}, P},...;

(vii) o predicado de identidade = ;

(viii) o predicado Adm; (parai € A);
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(ix)  conectivos proposicionais cldssicos = e — ;

(x)  quantificador universal V ;

(xi) operadores modais epistémicos K; (para i € A) e Dg (para G C A);
(xii) operadores modais temporais fortes [F'] (futuro) e [P] (passado).

Por simplicidade, quando desejdvel, serd usada a notagdo zy, 25, . . . para
listar varidveis individuais, independentemente de serem globais ou locais.
Além disso, como de praxe, serdo omitidos subscritos e indices de aridade
nos simbolos listados, quando forem irrelevantes ou evidentes a partir do
contexto — por exemplo, a expressao: YxP(x,c) — P(f(x),c) permite abre-
viar, se desejado, Vx; P(x1,c1) = Pi(f](x1), c1).

Definicao 2.1 (Termos e férmulas). Os termos e férmulas de £,, sdo assim
definidos (em notagdo Backus-Naur):

txlylelb| fA9
@ PO | Admit) |t =1 | ~¢ | ¢ = ¢ | Kip | Do |
[Flo | [Ple | Yxo | Vyp

Os demais operadores, quantificadores, etc. sdo definidos da maneira
usual: L, A, V, &, 3, (F), (P). As defini¢des de ocorréncias livres ou ligadas
(de varidveis) também sdo as usuais. Varidveis individuais locais somente po-
derdo ser substituidas por termos locais, e varidveis individuais globais por
termos globais. Propositalmente, foram incluidas listas de constantes indi-
viduais locais e globais; porém, como veremos depois, simbolos de fungdes
0-4rias poderiam desempenhar esses papéis.

Por definicdo, considere-se também as expressoes Y;z ¢ € J;z ¢ como
abreviando, respectivamente, Yz(Adm;(z) — ¢) e Az(Adm;(z) A ¢). Intuitiva-
mente, o simbolo de predicado Adm; seleciona, do ponto de vista semantico,
os individuos admissiveis para o agente i em cada estado global (mundo pos-
sivel) e os quantificadores indexados por agente t&ém seu dominio de quanti-
ficagdo restritos ao dominio disponivel para o agente em questio.

Enfim, nas expressdes #[Z] e ¢[Z], Z = zi,...,2, sdo todas as varid-
veis individuais que ocorrem livres em 7 e ¢, respectivamente. Desse modo,
1[Z/7) e ¢[Z/1] referem-se, respectivamente, ao termo e a formula que resul-
tam da substitui¢io simultinea das ocorréncias livres de 7 por 7 = 1, ..., t,,
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‘o o S
renomeando-se, caso necessdrio, as varidveis de cada t; em f que se torna-
riam ligadas apds essa substituicao.

3. Sistemas Interpretados Quantificados

Para cada agente epistémico i € A em um sistema multiagente (SMA), seja
L; ={l;,[}, ...} o conjunto dos estados (epistémicos) locais de i, € seja Act; =
{a;, ], ...} o conjunto das ag¢des individuais de i. Considere-se também L, =
{lg, 1, ...} e Act, = {a,, @, .. .} os conjuntos, respectivamente, dos estados e
das acdes do ambiente (para mais detalhes, ver Fagin et al. 1995).

Sendo assim, o conjunto S dos estados globais possiveis do SMA € defi-
nidocomo § € L, X L; X...X L, e o conjunto das acdes conjuntas possiveis
do SMA ¢ definido como Act C Act, X Act| X ... X Act,. Observe-se que se
tratam de estados globais possiveis e agdes conjuntas possiveis, que podem
nunca vir a ser o caso (os estados) ou realizadas (as agdes).

Defina-se a funcdo de transicdo 7 : Act — (S — §); ou seja, (a@)(s) =
s’. Essa funcdo 7 define, por assim dizer, as “evolu¢des admissiveis” do
SMA. Além disso, considere-se s < s’ (leia-se “s” € alcangdvel em um passo
a partir de s”) sse, para algum a € Act, T(@)(s) = 5. E seja também s <* s’
o fecho transitivo de < (ou seja, se s < s’ e 5" < s”, entdo s < 5”).

Para descrever as evolugdes do SMA ao longo do tempo, pressuponha-se
7 = (T, <) como sendo uma ordem parcial estrita e fracamente conectada.
Assim, T € um conjunto ndo vazio (intuitivamente, de instantes no tempo)
ordenados pela relacdo de precedéncia <, caracterizada pelas seguintes pro-
priedades (para m,m’,m” € T):

@) m <« m  (irreflexividade)
i) m<m Am <m”)— (m<m”) (transitividade)
(i) (m<m" Am<m”)—->m <m”"vm’" <m'vm =m")
(conectividade fraca para momentos posteriores)
iv) m<mAm’'<m)-m' <m’'vm' <m”"vm =m")
(conectividade fraca para momentos precedentes)
A maneira como 7 estd definida pode ser modificada para que, depen-

dendo do tipo de l6gica temporal a ser considerada, se escolha seu domi-
nio de elementos e o ordenamento temporal desejado (discreto, denso, com
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ponto inicial, etc.). Aqui, adotaremos 77 € Z com a ordem acima defi-
nida. Como de praxe, defina-se m’ > m como m < m’, e m < m’ como
m<m'Vm=m.

Uma execucdo r (“run”) sobre (S, Act,7,7 ) € uma funcéor : T — §
tal que m < m’ implica r(m) <* r(m’). Ou seja, é a funcgdo T que define, para
cada a¢@o conjunta (a combinagdo das a¢des de todos os agentes e do ambi-
ente) em um estado global especifico s (determinado por r(m)), qual o estado
global s’ (ou r(m’)) resultante dessa acdo. Intuitivamente, cada execugéo r
descreve uma evolucdo possivel do SMA ao longo do fluxo temporal 7.

Definicao 3.1 (Sistema de Estados Globais Varidveis). Seja um sistema mul-
ti-agente qualquer, provido com um conjunto A de agentes epistémicos, e
sejam S, Act,7 e 7 conforme descritos acima. Um sistema de estados glo-
bais varidveis (SEGV) sobre (S, Act,T,7) consiste em uma 7-upla P = (R,
D, {Dg}ses ADj sicases» F» F©, {Fi}ica), tal que:
@) R é um conjunto ndo vazio de execucdes sobre (S, Act, 7,7 );
(i) D é um conjunto ndo vazio de individuos;
(ili) Dy e D; sdo conjuntos ndo vazios de individuos;
(iv)  F é um conjunto ndo vazio de funcdes de S em D;
(v)  F¢e F; sdo subconjuntos nio vazios de F’;
(vi) F°={g|geFeg(s)=g(s) para quaisquer s,s’ € S};
(vil) D;={d|d e D e g(s) =d para alguma g € F};
(viii) D;s=1{d|d e D e g(s) =d para alguma g € F;}.

A classe de todos os SEGYV serd denotada por SEGV.

Seguindo a notacdo usual (Fagin et al. 1995), denomine-se o par (r, m)
um ponto em P — ou seja, o ponto (7, m) determina o estado global s em um
momento m de uma “linha temporal” (execucdo) r. Defina-se ainda: se r(m)
denota o estado global s = (/,,/,...,1,) no ponto (r,m), entdo r,(m) = I, e
ri(m) = I; denotar@o os estados locais do ambiente e de cada i, respectiva-
mente, no ponto (r, m).

Definicao 3.2 (Sistema Interpretado Quantificado). Seja um sistema de es-
tados globais varidveis qualquer $. Um sistema interpretado quantificado
(SIQ) éum par Q = (P, Iy tal que,paras € S,re R,me T, r(m) = s:
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e I(c,r,m)=1I(c)el(c) € F¢,

I(b,r,m) =1(b) e I(b) € F,;

I(f% r,m) = I(f*) e I(f°) € F;

I(f5, rym) = I(F%) e I(fY) : F¥ — F;
e I(P*,r,m)c D,

e [(=,r,m) é arelacdo de igualdade entre elementos de D.

A classe de todos os SIQ serd denotada por STQ.

Observe-se que somente os simbolos de constantes globais determinam
individuos rigidamente, porque denotam fung¢des constantes. Os demais sim-
bolos individuais podem indicar individuos diferentes, na medida em que as
funcdes que aqueles simbolos denotam determinem valores diferentes, de-
pendendo do ponto considerado. De todo modo, / sempre faz um termo de
L, designar uma intensdo individual (cuja extensdo serd algum individuo em
D) em um ponto (r, m).

Acrescente-se ainda a condicao (opcional) A C D, estabelecendo assim
que os agentes podem raciocinar acerca uns dos outros, desde que aqueles
agentes sobre os quais um agente i raciocina pertencam ao seu proprio do-
minio D; ;.

Definicao 3.3 (Denotacdo de um termo em um S/Q). Seja o uma atribuicao
de elementos de F para a lista de variaveis individuais globais x, x;, ... e de
elementos de F para a lista de varidveis individuais locais yy, ys, . . .. Assim:
® 170, rm) = 17(x)(r,m) = o(x)(r,m) = o(x),

i)  17(y,r,m) = 17(y)(r,m) = a(y)(r,m),
(i)  I7(c,r,m) = 17(c)(r,m) = I(c)(r,m) = I(c),
@iv)  179(b,r,m) = 17(b)(r,m) = I(b)(r,m),
(V) Io-(fk(th DI tk)’ r, m) = I(fk)(lg-(tl’ r, m)a cee 910-(tk’ r, m))
= I(MHUT1), ..., I7(6))(r, m).
A cléausula para a interpretacdo de termos construidos a partir de sim-
bolos de fungdes garante recursivamente uma comutacio nos parametros da

interpretacdo. Em especial, para o caso de algum ¢ em f*(5), ser, ele préprio,
da forma A/ (i), pode ser mostrado que:
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I7(f ... W@),... t),r,m) =

= I(fk)(l"(tl JhM), ..., I"(hj(i[), r,m),..., 17 (ty, r,m))
= I(fU7 (1)), ..., 17 (W)Y (wr), . . ., 17 (), - . . 17 (1)) (r, m).

Como de praxe em teorias de primeira ordem, uma variante-z de o é uma
atribuicdo de elementos de F° (ou F, conforme o caso) idéntica a o, exceto
no maximo pelo elemento atribuido a z. Serd usada a notacdo 0'(;) para a
atribui¢@o que coincide com o~ em todos os lugares, exceto para a varidvel z,
que serd associada a uma funcdo g, sendo que g € F° ou g € F, conforme
o caso (ou seja, dependendo de z ser uma varidvel global x ou uma varidvel
local y, respectivamente).

Definicao 3.4 (Satisfabilidade de férmulas em um SIQ). Seja uma atribuicio
o e um ponto (r, m) em um sistema intepretado quantificado Q. Assim:

€]
(ii)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)

(xi)

(Q7,r,m) E PX@) sse (17 (ty, r,m), . .., 17 (tx, r,m)) € I(PX, r, m);
(Q%,r,m) |E Admy(t) sse para r(m) = s, [7(t,r,m) € D;;
Q7 ,r,m)yEt=1ssel”(t,r,m)=1°(t',r,m);
(Q7,r,m) E —¢sse (Q7,r,m) B ;
@7, r,m)E ¥ — Osse (Q7,r,m) ¥ you(Q”,r,m) E 6,
(Q7,r,m) E K sse ri(m) = ri(m’) = (Q7,r',m’) E ¢;
(Q7,r,m) E Dgy sse, paratodo i € G, ri(m) = ri(m’) =
@, r,m) Ey;
Q7,r,m)E [Flyssem <m’ = (Q°,r,m') E ¢,
Q7 r,m) E [Ply ssem’ <m= (Q7,r,m') E ¥;
(@7, r,m) E ¥x i sse, para r(m) = s e para todo g € F¢,
@, rm kg
(Q7,r,m) E Yy sse, para r(m) = se paratoda g € F,
(Q‘T(g), rm) E .

As seguintes cldusulas de satisfabilidade podem ser obtidas facilmente e
se mostrar tteis em demonstragdes:

(Q7,r,m) E V;x iy sse, para r(m) = se toda g € F; N F€,
@9, rm) E v
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(Q%,r,m) E Yy sse, para r(m) = se toda g € F;, (Q(r(z), r,m) E y;
Uma férmula ¢ € £, serd denominada verdadeira em um ponto (r,m)
sse ¢ for satisfeita em (r, m) para toda atribui¢do o. Além disso, ¢ serd vdlida
em um SIQ Q sse ¢ for verdadeira em todo ponto de Q. Finalmente, ¢ serd
vdlida em uma classe C de SIQ sse ¢ for valida em todo SIQ € C.

3.1. Alguns resultados interessantes

Dadas as condicdes acima, vale a pena examinar a validade de algumas for-
mulas de £,,. Por exemplo, as diversas variacdes da Férmula de Barcan (BF)
e de sua inversa (CBF) t€m motivado muita discussdo, tanto formal quanto
filosdfica (ver, por exemplo, Fitting e Mendelsohn, 1996). Alguns resultados
importantes nas estruturas descritas até aqui sdo as seguintes invalidades:

SIQ ¥ VzKp — K¥zp (BF); SIQF K¥zp — VzKip (CBF);
SIQ¥# VzDgyp — DgV¥zp (BF); SIQ¥ DgVzp — VzDgy (CBF);
SIQ¥Vz[Flg — [FINz¢ (BF); SIQF [FlVzp — Yz[Fle (CBF);
SIQ ¥ Vz[Ply — [PIVz¢ (BF); SIQF¥ [PlVz¢ — VYz[Pl¢ (CBF).
Em se tratando de algumas teses envolvendo a relacio de igualdade entre

termos, bem como sua interacdo com os operadores modais e o predicado
Admy;, € possivel checar que ndo valem os seguintes esquemas:

SIQEt=t - Ki(t=1); SIQ¥Et=t - Dg(t=1);
SIQF =1 > [Flt="1); SIQ¥t=1 - [Plt="1);
SIQFt+t > Ki(t+71); SIQ¥Ft+1t — Dg(t +1),
SIQEt+1 > [Fl(t£71); SIQFEt+1t — [Pl +1);

SIQF t=1 — (Adm(t) - Adm(t')).

A justificativa intuitiva € mais ou menos 6bvia. Na medida em que se estd
lidando com termos flexiveis, ndo se pode ter a garantia de que dois termos
que determinem o mesmo individuo em uma ocasido permane¢am determi-
nando o mesmo individuo em outras circunstancias. Por outro lado, como
veremos, se 0s termos em questdo sdo globais, essa identidade € garantida.

A exigéncia de que F° seja ndo vazio atende as caracteristicas de ex-
pressividade da linguagem, mas poderiam ser relaxadas caso se dispensas-
sem termos globais. Curiosamente, o individuo determinado por cada g € F*¢
estard presente em cada Dy:
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{dldeDeg(s)=dparag e F} < (\ses Ds.

Por isso, para quaisquer termos globais v e v/ (simbolos de constantes
globais ou varidveis globais):

SIQEv=V - K;(v=V); SIQEv=v — Dg(v="V);
SIQEv=V — [F]llv=V); SIQEv=Vv — [Pl(v=V);
SIQEv#V — Ki(v£V); SIQEvVv#V — Dg(v #V);
SIQEv#V - [Fllv #V); SIQEv#V — [Pl(v V),

Além disso, se houver alguma fun¢do constante em F, (a € A), o indivi-
duo determinado por essa funcdo também estard presente em cada D, 5; ou
seja:

{dldeDeg(s)=dparag € F,NF} € (Naeases Das-
Por isso, também vale:
SIQEv =V — (Adm;(v) —» Adm;(V")).

Por razdes similares, tanto as instincias de BF como de CBF valerdo em
todos os S7Q quando envolverem somente varidveis globais, da seguinte
maneira:

SIQE VxKp & KV¥xy; SIQ¥ VYxDgp < DgY xy;
SIQEVx[Fly « [FlVxy; SIQ ¥ Yx[Ply < [P]Vxe.

4. O sistema QK4.S5,

Antes de apresentar nossa lista de axiomas, seguem algumas nog¢des usuais.

Seja ¢ € L,. Uma varidvel z em ¢[z] € substituivel por uma varidvel livre
Z' se nenhuma ocorréncia livre de z em ¢[z] ocorre no escopo de algum V7’
em . A expressdo + ¢ significa que ¢ é teorema de QK4.S5. Uma férmula ¢
¢ derivdavel em QK4.S5,, de um conjunto A de férmulas de £, — ou simples-
mente: A F ¢ — sse, para alguns 0;,...,0, € A,éocasoquetr d; A...AJ,
- .

Nos esquemas de axiomas a seguir, seja = a relacdo de inferéncia entre
férmulas, ¢ B uma ocorréncia de alguma das quatro modalidades primitivas
de £, (a mesma modalidade em cada esquema). Novamente, os simbolos v e
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V' representardo termos globais (simbolos de constantes globais ou varidveis
globais).

Tautologia | (todas as instdncias de tautologias cldssicas)

MP o=, o=

K By —y) — (Hy - BY)

4 Ny > Hly

Nec =My

T Kip — ¢ Dy — ¢

5 -Kip = Ki=Kip —Dgy = Dg—Dgyp

D1 Dy & Kip

D2 Dgyp — D¢ (para G € G')

FP ¢ > [FKP)Y ¢

PF ¢ = [PKF) ¢

ConFracaF | (PXF)p — (PYpV oV {(F) )

ConFracaP | (F)Y{P)yp — (P)pV @V {(F) )

VacQuant Vz ¢ < ¢ (onde z ndo ocorre livre em ¢)

UnivDistr Yz (p > ¢) > Yz — Yz )

Perm VzVZ o &V Yz o

Univinst V7' (Vz ¢lz] — ¢lz/7']) (se z for substituivel
por ' em ¢)

Gen p=>Vzp

Ident t=t

SubstTer t=t - (t"[z/1] ="'[z/F])

SubsFor t=1t — (o[z/t] = ¢lz/t']) (para ¢ atdmica)

Necld v=v - Bl =YV)

NecDif vy - By £V)

Acerca da axiomatizag¢do acima, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 4.1 (Correcdo de QK4.S5, com respeito a SEGV). O sistema
QK4.S5,, € correto com respeito a classe de todos os sistemas interpretados
quantificados S7Q (e, portanto, com respeito a classe de todos os sistemas
de estados globais varidveis SEGV).

A prova, embora demorada e tediosa, € rotineira e consiste na verifica-
¢do da validade de todos os axiomas de QK4.S5,, com respeito as cldusulas
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de satisfatibilidade para SIQ e de que suas regras de inferéncia (MP, Nec e
Gen) preservam a validade das férmulas consideradas. Serd omitida aqui por
economia de espaco.

Para se mostrar a completude desse sistema, sera feito um “desvio” por
um mapeamento dos SEGV em estruturas de Kripke especiais, como se verd
a seguir.

5. Estruturas variaveis de Kripke

Seguiremos a estratégia de Belardinelli e Lomuscio (2008), fazendo uma
traducdo dos sistemas de estados globais varidveis para o conhecido aparato
das estruturas de Kripke. Naturalmente, diversas adaptacdes foram necessa-
rias para o trato com dominios variaveis.

Definicao 5.1 (Estrutura Varidvel de Kripke). Uma estrutura varidvel de
Krlpke Vé uma 9_up1a <‘/Va {Ni}i€A9 <, D’ {DW}WEWa {Di,w}iEA,WEW’ F’ Fc{Fi}i€A>a
onde:

@) W € um conjunto ndo vazio (de “mundos”);
(i)  ~; é uma relacdo de equivaléncia sobre W;
(iii)) < € uma ordem parcial estrita e fracamente conectada sobre W;
(iv) D é um conjunto nio vazio de individuos;
(v) Dy, e D;, sdo subconjuntos nio vazios de D;
(vi) F é um conjunto ndo vazio de fun¢des de W em D;
(vil) F°e F; sdo subconjuntos nio vazios de F’;
(viii) F={g|ge F egw)=gW)para quaisquer w,w' € W},
(ix) D, ={d|de Degw)=dparaalguma g € F};
x) D;y,=1{d|deDeg(w)=dparaalguma g € F;}.
A classe de todas as estruturas varidveis de Kripke é denotada por V.
A comparagdo com os SEGV dispensa maiores comentdrios por en-
quanto. As novidades 6bvias sio a considera¢do de um conjunto W (de mun-
dos possiveis) e da relacdo ~; de acessibilidade epistémica entre mundos,

indexada por agente epistémico. A rela¢do é assumida como sendo de equi-
valéncia; portanto, no que tange a acessibilidade epistémica, V sdo estrutu-
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ras de Kripke do tipo S5. Por sua vez, a relacdo <, como anteriormente, &
uma ordem irreflexiva, transitiva e fracamente conectada, correspondendo a
uma relacdo (fracamente) linear de acessibilidade temporal (entre mundos).

Definiciao 5.2 (Modelo varidvel de Kripke). Um modelo varidvel de Kripke
€ um par M = (V,I) onde V é uma estrutura varidvel de Kripke e / € uma
funcdo-interpretacdo para £, tal que:

@) I(c,w)=1I(c)eI(c) € F¢,

i) I(b,w)y=1b)el(b)c F,;

(iil) 1(f%w) = I(f*) e I(f°) € F;

(v) 15wy =I(ff) e I(fY - F* — F;

(v) I(P*,w)c D

(vi)  I(=,w) é arelacdo de igualdade entre elementos de D.

A classe de todos os modelos variaveis de Kripke em uma estrutura variavel

V é denotada por M.

As defini¢bes para se encontrar a denotacdo de um termo e para satis-
facdo de férmulas em M sdo andlogas, respectivamente, as defini¢des 3.3
e3.4.

Definicao 5.3 (Denotacdo de um termo em M). Seja o uma atribuicdo de
elementos de F° para a lista de varidveis individuais globais x;, x»,... e de
elementos de F' para a lista de varidveis individuais locais yy, y,, . . .. Assim:

@O I7(xw) = I7(0)W) = o(x)w) = o(x),

(i) 170G, w) = 17()W) = c()W),

(i)  17(c,w) = 17(c)(w) = I(c)(w) = 1(c),

(iv)  17(b,w) = I7(b)(w) = I(b)(w),

V) 17, ), w) = LA, W), T (1 )
= 1(fHU7(@0), .. 17 (1) (W).

Similarmente a Defini¢do 3.3, a ltima condicdo para a interpretacdo de
termos construidos a partir de simbolos de fungées garante que, para o caso
de algum t em f*(5), ser, ele préprio, da forma h/(if), possa ser mostrado que:
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(5, ... @), ... t),w) =
= I(fUT (1, w), ... IR @), w) ..., I (tk, W)
= I(fUA7 (1)), ..., 1WA (wr), - . . 17 (), - . . I7 (1) (W).

A defini¢@o de uma variante-z para cada atribui¢@o o é facilmente obtida
de modo andlogo ao de um SIQ e serd omitida aqui.

Definicao 5.4 (Satisfabilidade de férmulas em M). Seja uma atribuicdo o e
um w € W em um modelo varidvel de Kripke M. Assim:

) (M7,w) E P*@ sse (I7(t1,w), ..., I7(t, w)) € I(PX, w);
(i)  (M7,w) = Adm;(¢) sse I9(t,w) € D;,;

(iil)) M7,w)yEt="1 ssel?(t,w)=17(t',w);

@iv) (M7, w) E W sse (M7, w) E y;

V) WM7,w)E ¥ — 0sse (M7,w) E you(M?,w) E 6,

(i) (M7, w) [ Kb ssew ~ w' = (M7, w') =

(vii) (M?,w) E Dgyy sse (w,w’) € Nieg ~i = M7, W) E
(viii) (M7, w) E [Flyssew <w = M7, w') E y;

(ix) M7,w)E[Plyssew <w=M",w)EyY;

(x) (M7, w) | Vx y sse, para todo b € F¢, (M”(), w) E y;
(xi) (M7,w)E Yy sse,paratodag € F, (M”(D, w) E .

A similaridade com as defini¢des correspondentes para SIQ dispensa
maiores comentarios. As clausulas derivadas também podem ser facilmente
inferidas por analogia e serdo omitidas por economia de espaco. Além disso,
as defini¢des de validade em um modelo (ou em uma estrutura) para uma
férmula ¢ seguem o padrio usual:

Uma férmula ¢ de £, serd denominada verdadeira em um mundow € W
sse ¢ for satisfeita em w para toda atribui¢do o. Além disso, ¢ serd vdlida

em um modelo M sse ¢ for verdadeira em todo mundo de M. E, finalmente,
¢ serd vdlida em uma classe C de modelos sse ¢ for valida em todo M € C.

Deﬁni(}ﬁo 5050 Sejam V = < VV, {Ni}iGAv <7 D’ {DW}WGWs {Di,w}iGA,WEW9 F’ FC’
{Fi}ica) (uma estrutura varidvel de Kripke) e M = (V, I) (um modelo varidvel
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de Kripke). Sejam, para cada i € A, as classes de equivaléncia [w]., = {w’'|
w ~; W'}, e para A com n agentes, seja S um conjunto contendo todas as
n + l-uplas (w, [wl., , ..., [wl,, ). Enfim, seja (W, <) uma ordem parcial
estrita e fracamente conectada < sobre W. A fungdo u : M — SIQ é tal
que:
/J(M) = <R’ D? {D:/V}WGW’ {D,,',W}l.EA,WEW’ F/a F/C’ {F;}iGA’ I’)a
onde:
@) R contém a execugdo r tal que r(w) = (w, [w].,,...,[w].,), paraw €
W; e, em consequéncia, r;(w) = [w].,;
(i) Déamesmaqueem V, D] eDj sao subconjuntos de D;
(iii)) F’ contém as funcdes g’ tais que g’'({w, [W]NII, ol ) = gw)
(para g € F);
(iv)  F’“ e F] sdo subconjuntos de F’;
v) Ff={g"eF'|g'(s) =g (s)paraquaisquer s,s € S};
(viy D, ={deD|g(w, [w]N‘.l s---»[wl., ) = d para alguma g’ € F'};
(i) D, =1{deD|g((w.[wl.,.....[w].,)) = d para alguma g’ € F/};
(viil) I'(P*,r,w) = ICPE, w), I'(f*, row) = IG5 w), (=, rw) = I(=,w), e
I’ = I nos demais casos.

Com as defini¢des acima, o seguinte lema pode ser provado:

Lema 5.1. Paragpe L,ewe W:

(M7, w) | @ sse (uM)”,r,w) E ¢
onde r € a Unica execucdo em u(M).

A prova desse lema é relativamente simples, embora tediosa, e sai por
indugdo sobre o comprimento de ¢.

Claramente u(M) é um SIQ. Alguns destaques: W € o conjunto dos es-
tados locais do ambiente (cada w é um /,); cada classe [w]-, € o estado local
do agente i, o qual queremos que seja idéntico em todos os mundos acessi-
veis a i; cada estado global descreve uma combinacdo de estados locais do
ambiente e de cada agente: ((w, [w]~,.l, o5 [Wle, ) 5 R € ndo vazio (contém
a execugao r).

Temos, agora, mais um resultado de corregéo:
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Teorema 5.1 (Correcao de QK4.S5, com respeito a V). O sistema QK4.S5,
€ correto com respeito a classe de todos os modelos varidaveis de Kripke M
(e, portanto, com respeito a classe de todas as estruturas varidveis de Kripke

V).

Ha pelo menos duas maneiras distintas para se provar o resultado acima.
A primeira € a usual, ja descrita antes, e a segunda, embora indireta, é ime-
diata a partir do lema anterior.

6. Completude de QK4.S5,

A estratégia de demonstracdo (no estilo Henkin, via modelos candnicos) da
completude de QK4.S5, com relagdo a STQ, é baseada em Belardinelli e
Lomuscio (2008), os quais, por sua vez, adaptaram os resultados de Fagin,
Halpern e Vardi (1992) para o sistema proposicional epistémico S52 e de
Gabbay, Hodkinson e Reynolds (1993) para uma légica temporal de primeira
ordem. A prova que se segue estd adaptada para as estruturas com dominios
varidveis.

Definicdo 6.1. Seja I’ um conjunto de férmulas de £,,. Dizemos que:
@) I' € consistente sse I' ¥ L ;

(i) I € maximal sse, paratodap € L,,oup € I'ou —¢ €T;

(ii1) I’ € maximal consistente sse I € maximal e consistente;

(iv) T € enriquecido sse dxp € I' = ¢[x/c] € T (para algum ¢ € L) e
dyp eI’ = ¢[y/b] €T (para algum b € L,);

(v) T ésaturado sse I' é maximal consistente e enriquecido.

E importante lembrar que x, y, ¢ e b representam, respectivamente, uma
variavel global, uma varidvel local, um simbolo de constante global e um
simbolo de constante local. A prova do lema abaixo € adaptada de Chang e
Keisler (2012).

Lema 6.1 (Saturacdo). Se I' é um conjunto consistente de formulas de £,
entdo I' pode ser estendido a um conjunto saturado I em uma linguagem
expandida £} obtida a partir de £,, mediante o acréscimo de dois conjuntos
enumeraveis de novos simbolos de constantes.
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Demonstracdo. Assuma que I € consistente. Obtenha-se uma expansao sim-
ples L a partir de £, pelo acréscimo dos conjuntos enumerdveis C e B,
onde C = {cy,c},...} € um conjunto de novos simbolos de constantes glo-
bais € B = {b, b}, ...} € um conjunto de novos simbolos de constantes locais.
Podemos supor que todas as férmulas de £ estdo dispostas em uma certa
ordem g, ¢1,¢2,...,¢s, ... (€ < w). Comegando por I', construimos uma
cadeia de extensdes:

I'=Tyclhclhc...cle:C... (£ < w).

tal que, se £ = { + 1, entdo:
(i)  casoI's U{¢p,} seja inconsistente, entdo I'y = I';;
(i)  caso I'y U {¢,} seja consistente, entdo I'c = I'y U {¢;} U {dx;¢; —
eelxg /ey U 3yepr = eclye/by1)

onde x; € a Unica varidvel global livre em ¢, se ¢, tiver alguma, e y, € a
unica varidvel local livre em ¢, se ¢, tiver alguma — caso ¢, ndo tenha
varidveis livres, arbitre-se xo ou yo nos lugares, respectivamente, de x; € y,,
nos esquemas de férmulas acima.

Por meio das estratégias usuais de teoria de modelos, € possivel mostrar
que cada cada I'; e que I" = (Jg,, T'¢ s@0 consistentes. Também pode-se
provar que I € saturado. O

Precisaremos agora de algumas defini¢cdes antes de descrever o modelo
candnico que nos interessa.

Definicao 6.2. Considerar o seguinte:

@) Para constantes individuais globais ¢, ¢’, defina-se ¢ =,, ¢’ sse (¢ = ¢’)
Ew.

(i1)) Como =, €é uma relacdo de equivaléncia, defina-se [c],, = {¢’ | ¢ =,
c’}.

(iii) Como [c],, = [c], (para quaisquer w,w" € W), seja [c],, = [c].

(iv)  Paratodo termo individual fechado r (ou seja, simbolos de constantes
individuais ou termos construidos a partir de simbolos de fun¢des e
que ndo contenham quaisquer variaveis), defina-se uma funco 7, tal
que:
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(w) = [c] se houver um c tal que (r =c¢) € w;
W)= (b (r=>b)ew nos demais casos.

(v)  Para o conjunto A de agentes, seja PT(A)={A" |A" #0e A’ C A}.

Definicdo 6.3 (Modelo candnico). O modelo candnico M2X4$5: (ou sim-
plesmente: M) para QK4.S5,, na linguagem £,, com uma expansao simples
L, ¢ uma 10-upla (W, {R} jeaup+a), <, D, {Dy}hwews {Diwhiea, F, F€,{Filica, I)
tal que:
1) W € o conjunto dos conjuntos saturados de férmulas em £L';
(i) parai€ A, w,w € W, wRw sse{p| Kip€w}Cw;
(iii)) paraG C A, w,w € W, wRew' sse {¢ | Dgp € w} Cw';
(iv) paraw,w’ € W,w<w sse{p|[Flpew}Cw;
V)  F=inlreLy}
(vi) F¢={nm,|n.(w)=m("), paran, € F e quaisquer w,w’ € W};
(vii) cada F; = {n, | Adm;(r) e w, parar € L} e cadaw € W};
(viii) D,, = {n,(w) | re L}, paraw € W};
(ix) D= UWEW D,;
(x)  Diy = {m(w) | Adm(r) e w,parare L ew e W};
(xi) I é uma interpretacdo tal que:
I(c) = 7e; 1(b) = mp;
paraey,...,ex € F, I(f*)(@)(w) = m () (w) para e; = m,,;
paraai,...,a; € D, (d) € I(P*,w) sse PX(F) € w (para a; = m,.).
Um exame do modelo candnico M acima mostraria que ele satisfaz as
exigéncias para ser um modelo varidvel de Kripke. Em particular, se ¥ ¢,
entdo pelo lema de saturacdo, hd um conjunto saturado que contém {—¢};
logo W € ndo vazio. Em decorréncia dos axiomas de QK4.S5,,, as vérias R;
e Rg acima definidas sdo relagdes de equivaléncia, R;;; = R; e cada Rg C
Niec Ri, a relacdo < € transitiva e fracamente conectada, a relagio w > w’
pode ser derivada como ocorrendo sse {¢ | [Ply € w} C w’ — a inversa de

<. Contudo, temos dois problemas: em geral, Rg # (g R; (Fagin, Halpern
e Vardi, 1992) e < pode nio ser irreflexiva (Gabbay, Hodkinson e Reynolds,
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1993). Para concluir a demonstracio, precisaremos de definicdes e lemas
adicionais.

Seja a relacdo de pseudossatisfacdo |=” definida para o modelo candnico
M como idéntica a |, exceto pela seguinte condi¢@o para o operador Dg:

(M7, w) EP Dgp sse wRgw' acarreta (M7, w') E? .

Lema 6.2. Seja M o modelo candnico descrito acima e o uma atribuigdo
para as varidveis (globais e locais). Para w € W e cada termo fechado e;,
171121, w) = 1(1[2/21)(w), sempre que 0°(z;) = I(e;).

A prova é imediata a partir da defini¢do 5.3.

Lema 6.3 (Lema da verdade). Seja M o modelo canodnico descrito acima.
Parawe W,p e L', e o(z) = I(e):

(M7, w) EP ¢l[Z] sse ¢[Z/é€] € w.

A prova sai por indug@o sobre o comprimento de ¢ (ver Fagin, Halpern
e Vardi 1992).

Para compensar o fato, indicado acima, de que Rs pode ndo coincidir
com (e Ri, usaremos o modelo candnico M para construir um modelo va-
ridvel de Kripke M’ no qual Rg = (), R; € as mesmas férmulas valham.

Lema 6.4. Seja M o modelo candnico descrito acima. H4 um modelo varia-
vel de Kripke M’ tal que, para toda ¢ € L},

M E¢ sse ME? .

Demonstracdo. Suponha M [? ¢. Construiremos um modelo especial M*
tal que M* EP ¢ e, a partir do qual obteremos o modelo M’ satisfazendo o
lema.

Sejam w,w’ € W, um caminho de w até w’ € uma sequéncia (wy, [, wy,
Ly, ....Lk—1,wp) tal que: (1) w = wi e w = wy; (2) cada w; na sequén-
cia pertence a W; (3) cada /; é ou um agente ou um grupo de agentes; (4)
(Wj,wjs1) € Ry,. A redugdo de um caminho (wy, lj,wa, b, ..., [y-1, wi) € ob-
tida ao se substituir cada subsequéncia maximal consecutiva (wg, l;, W41,
lgsts s —t,weynaqual Iy = [y = ... = I,_y, por (wy, I, w,). Um caminho
€ chamado reduzido sse for idéntico a sua reducéo.
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A partir do modelo candnico M, defina-se
M* = (W (R} jeavpa)s <*, DAD  wew ADS dieas F™ F&AF iea, I7)

e uma funcdo sobrejetiva h : W* — W tal que: (1) para w,w’ € W=,
hd no méximo um caminho reduzido de w até w’; (2) wRiw’ acarreta que
h(W)R;h(w"); 3. wR;w" acarreta que h(w)Rgh(w'); (4) w <* w’ acarreta que
h(w) < h(w'); (5) (@) € I*(P*,w) sse (@) € I(P*, h(w)).

Construimos W* por indugdo, onde Wi = W e W/ | € o conjunto dos
mundos v, tais que w € W;, w' € W e cada [ é um agente ou grupo de
agentes. Seja W* = ey W, € defina-se:

h(w) = wparaw € Wy,

h(Vyw) = W para vy, € Wy (k> 1).

Se w' = vy~ para algum w” € W e h(w)Rh(w’), entdo cada R} € o
fecho reflexivo, transitivo e simétrico da relagdo definida para w,w’ € W*.
Além disso, se h(w) < h(w’), entdo <* € a relacdo definida para w,w’ € W*.
Também: I*(P*,w) = I(P*, h(w)). E possivel verificar que M* e h, assim
construidos, satisfazem as condicdes 1-5 acima, e, em especial, paraw € W*
epe L) que:

(M7 w)EP ¢ sse (M7, h(w)) E” ¢.

Finalmente, defina-se, a partir de M* um modelo de Kripke M’ = (W’,
{Ri}iea, <'s D' AD} Ywew D Yieawews F' F' {F }iea, I’) tal que W = W,
<'=<*, D' = D", I' = I', etc., porém R; seja o fecho transitivo de R} U
Uieg Rg;- Como as vdrias R; € Ry, sdo relagdes de equivaléncia, cada R] tam-
bém o €. Daf:

M7,w) ¢ sse (M7,w)E"¢.

Ou seja, M =P ¢ sse M* =P ¢ sse M’ |= . O

O ultimo desafio antes de se conseguir a completude estd em mostrar
que, apesar da relacdo <’ no modelo de Kripke M’ ndo ter sua irreflexivi-
dade garantida (como requer um ordenamento temporal tipico), € possivel
construir um modelo irreflexivo M* a partir de M’ que valide as mesmas
férmulas (Gabbay, Hodkinson e Reynolds, 1993; Belardinelli e Lomuscio,
2008).
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Lema 6.5. Seja o modelo de Kripke M’ descrito acima. H4 um modelo irre-
flexivo M™* tal que, para toda ¢ € L}:

MY*Ep sse M E .

Demonstracdo. Considere-se o modelo de Kripke M’ como definido acima.
Sejam W = {w|we Wew weW ={w|weWew < w}
respectivamente, o conjunto dos mundos irreflexivos e dos mundos reflexivos
de M’. Defina-se a relacdo de equivaléncia ~ sobre W’ tal que w; =~ w»
sse w; <" wy e wy <’ wy. Para toda classe a (onde a é alguma classe de
equivaléncia [w]), defina-se uma funcdo sobrejetiva 6 : R — a tal que,
paratodow caen € R, hajam,p e Re:

m<n<p

ola,m) =w = d(a, p).

Isso pode ser feito, pois cada classe [w]~ tem no maximo 2% conjuntos

saturados de férmulas. Além disso, para cada w € W, seja 6({w},0) = w.
Defina-se, agora, o modelo de Kripke M™* tal que seu conjunto W* de mun-

dos possiveis consiste em {({w},0) | w € W} U {(a, p) | a é uma classe de
equivaléncia do tipo [w]. € p € R}. A ordem <* definida sobre W* € tal que

a#+b ehouverw, €a e w, €b talque w, < wp;

.
(a,p) <" (b,q) sse {a=b e p<aq.

Como se pode perceber, a relagdo <* é uma ordem parcial estrita e fra-
camente conectada sobre W™; portanto, irreflexiva. Além disso, cada relagio
R} sobre W* € tal que (a, p)R; (b, q) ocorre sse 6(a, p)R6(b, q) for uma rela-
¢do de equivaléncia (como de fato é). Quanto ao restante de M*, seu dominio
Dt =D’ e, parauy,...,ux € DY, (il)y € I'(P*, (a, p)) sse (i) € I'(P*, 5(a, p)).
Adaptagdes similares devem ser feitas para o comportamento dos demais pa-
rametros do modelo — {D}},.ew+, {D:w},-eA,wew+, F*, F™ {F}icx — sempre
levando em conta essa alteragdo na descri¢do dos elementos de W™ (pares no
formato (a, p)). Disso se segue que (M*7, (a, p)) E ¢ sse (M7, 6(a, p)) E ¢.
E, finalmente, temos que M* = ¢ sse M’ | ¢, satisfazendo o lema. O

Os seguintes teoremas de completude (fraca) encerram nossa exposicio
e sdo provados sem maiores dificuldades a partir dos lemas anteriores.
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Teorema 6.1 (Completude de QK4.S5, com respeito a M). O sistema
QK4.S5,, é completo com respeito a classe de todos os modelos varidveis
de Kripke M. Ou seja: para ¢ € L,, M | ¢ acarreta + ¢.

Teorema 6.2 (Completude de QK4.S5, com respeito a SIQ). O sistema
QK4.S5,, € completo com respeito a classe de todos os sistemas interpretados
quantificados STQ. Ou seja: para ¢ € L,,, STQ [ ¢ acarreta + ¢.

7. Consideracoes finais

Em se tratando do sistema apresentado nesta exposicdo, apesar da expressi-
vidade alcancgada, algumas limitacdes devem ser destacadas:

(1) A falta de axiomas determinando a intera¢do entre modalidades de
“natureza” diferente (epist€micos com temporais) e seu consequente trata-
mento semantico. Por exemplo: K;¢o — [F]K;¢ ou (P)K;¢ — K;¢p.

(2) Aparentemente, ndo estd garantido que cada agente epistémico es-
teja ciente de todos os individuos em seu préprio dominio epistémico. Al-
gum postulado precisa ser acrescido, e o correspondente ajuste na semantica
precisa ser investigado. Talvez: Adm;(t) — K;Adm;(t).

Essas e outras limitagdes mostram que ainda hd bastante trabalho a ser
feito.
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